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Introduction

Ce texte de synthèse présente des travaux en géométrie hermitienne, à l’interface de la géomé-
trie algébrique complexe, de l’analyse géométrique et de la physique mathématique. La recherche
de métriques canoniques sur des objets holomorphes (variétés, fibrés, . . . ) est le fil conducteur de
ces travaux. Un problème fondamental en géométrie complexe est celui de la classification des
objets selon des familles caractérisées par certains invariants. Afin de construire des espaces de
modules qui possèdent de bonnes propriétés, on est conduit à se restreindre à des familles d’objets
qui possèdent des métriques spéciales, solutions d’équations issues de la physique.

Dans ce texte, on abordera deux axes de recherche :

Axe I) Métriques canoniques en géométrie kählérienne :

En géométrie kählérienne, on cherche à construire des espaces de modules de variétés pola-
risées. Dans ce contexte, la conjecture de Yau, Tian et Donaldson (YTD) [62, 58, 20] suggère
de se restreindre aux variétés polarisées qui admettent une métrique extrémale au sens de Calabi
[9] (voir Section 1). La recherche de ces métriques est un problème d’analyse globale intéressant
et difficile, l’équation étant non-linéaire et d’ordre 4 sur la métrique de Kähler. Afin de tester la
conjecture, il est nécessaire d’avoir des exemples variés de métriques extrémales. On présentera
dans un premier temps dans la Section 1.1 des méthodes perturbatives de constructions de mé-
triques extrémales qui reposent d’une part sur la théorie du recollement, d’autre part sur la théorie
de la déformation (Annexe A). Les résultats obtenus sur les déformations complexes des varié-
tés munies de métriques extrémales conduisent naturellement à tester localement la conjecture
de YTD. Une version locale de cette conjecture est présentée dans la Section 1.2, et appliquée
aux variétés toriques. Une autre approche du problème, suggérée par Donaldson, est celle de la
quantification. La polarisation de la variété permet de plonger cette dernière dans des espaces pro-
jectifs complexes de dimension croissante (voir Section 1.3), et d’obtenir une approximation en
dimension finie du problème. Les métriques dites σ-équilibrées fournissent une approximation des
métriques extrémales tout en étant les zéros d’une application moment en dimension finie. Ces mé-
triques σ-équilibrées minimisent alors une fonctionnelle et sont uniques dans une classe de Kähler
donnée. Ces résultats passent alors aux métriques extrémales, qui minimisent la fonctionnelle de
Mabuchi et sont uniques dans leur classe de Kähler. En lien avec la Section 1.2, on présentera
également le comportement de la fonctionnelle de Mabuchi sous déformations complexes. Une
interprétation GIT des résultats obtenus sera donnée. Enfin, dans la Section 1.4, on présentera des
perspectives de recherche concernant les métriques extrémales et d’Hermite-Einstein.
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Axe II) Système de Strominger et algébroides de Courant :

La résolution de la conjecture de Calabi par Yau implique qu’une variété de Kähler à fibré
canonique trivial admet une famille de métriques Kähler-Ricci plates paramétrée par son cône
de Kähler [63]. Afin d’étudier les espaces de modules de variétés complexes à fibré canonique
trivial, on souhaite munir ses dernières de métriques canoniques et étendre le théorème de Yau aux
variétés non kählériennes. Une suggestion de Yau [64] est de considérer des métriques solutions
du système de Strominger (ou encore Hull-Strominger), motivé par la théorie des cordes [53]. Ce
système couple une métrique équilibrée sur une variété complexe à fibré canonique trivial X à
une métrique d’Hermite-Einstein sur un G fibré holomorphe P → X . Le système d’équations
qui en résulte offre un problème d’analyse globale difficile. Avant d’attaquer le problème par
des méthodes d’analyse, on souhaite, comme pour la résolution de la conjecture de Calabi, fixer
des structures holomorphes et métriques afin de réduire l’espace des paramètres considérés pour
l’équation. On commencera alors par étudier la version linéarisée du problème. Ceci est l’objet
de la Section 2.1, où l’on démontre l’ellipticité des équations contraintes par une condition de
jauge adéquate. Dans cette étude infinitésimale, on note l’apparition d’un groupe de jauge qui
décrit les symétries d’une algébroide de Courant Q → X , extension de l’algébroide d’Atiyah
associée à P (Annexe B). Dans la Section 2.2, on explique que toute solution du système de
Strominger est portée sur une algébroide de Courant particulière, à savoir une algébroide des
cordes holomorphe. Ces algébroides sont décrites et classifiées dans cette même section. En vue
de la construction de l’espace des modules des solutions du système de Strominger, on développe
également la théorie de déformations de ces algébroides à l’aide d’une algèbre de Lie différentielle
graduée. On démontre ensuite que pour une algébroide des cordes holomorphe Q fixée sur X , on
peut introduire une notion de classe de métriques σ, appelée classe d’Aeppli, similaire à la notion
de classe de Kähler. L’espace Bσ des métriques de σ sur Q, paramètres des équations du système
de Strominger, est bien compris et permet une approche variationnelle du système, à l’aide de la
fonctionnelle dilaton M : Bσ → R. Par ailleurs, on obtient un résultat de stabilité des solutions
sous déformations deQ et σ via une étude de la linéarisation des équations restreintes àBσ. Enfin,
dans la section 2.4, on présente les perspectives de recherche qu’offrent cette nouvelle approche
au système de Strominger.
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Axe de recherche 1

Métriques canoniques en géométrie
kählérienne

Une variété kählérienne compacte (X,ω) est une variété complexe compacte X munie d’une
(1, 1)-forme fermée et positive ω ∈ Ω1,1(X,R). Si X = (M,J), où M est la variété différentielle
sous-jacente et J désigne le tenseur de structure presque-complexe intégrable associé à la structure
complexe de X , la positivité de ω est par définition l’existence d’une métrique hermitienne g sur
(M,J) telle que g(J ·, ·) = ω. On cherche alors à savoir s’il existe une meilleure métrique kählé-
rienne représentant la classe de Kähler Ω = [ω] ∈ H2(X,R). Ce problème propose de généraliser
le théorème d’uniformisation des surfaces en dimension supérieure. On noteMΩ l’ensemble des
métriques de Kähler sur X dont la classe de Kähler est Ω et suivant Calabi [9] on définit :

Définition 1.0.1. Une métrique extrémale est un point critique de la fonctionnelle de Calabi :

C : MΩ −→ R
h 7−→

∫
M s2

h dvolh
(1.1)

où sh désigne la courbure scalaire de h.

Ces métriques généralisent les métriques à courbure scalaire constante (cscK) et les métriques de
Kähler-Einstein. L’unicité d’une métrique extrémale, si elle existe, a été démontrée par Berman et
Berndtsson [5] (voir également [14]). L’existence n’est en revanche pas toujours assurée comme
le montre des exemples de Levine [40]. Dans le cas polarisé, où la classe de Kähler est la première
classe de Chern d’un fibré en droite ample L sur X , une conjecture formulée par Tian, Yau et
Donaldson dans le cas Kähler-Einstein puis cscK, étendue au cas extrémal par Székélyhidi, est la
suivante :

Conjecture 1.0.1 ([62, 58, 20, 54]). Il existe une métrique cscK (respectivement extrémale) repré-
sentant c1(L) sur X si et seulement si (X,L) est K-stable (respectivement relativement K-stable).

Cette conjecture est motivée par la correspondance de Kobayashi-Hitchin pour les fibrés et la
K-stabilité est à comprendre au sens de la GIT (théorie géométrique des invariants, voir Section
1.2.1). Une telle correspondance entre variétés stables et métriques spéciales aurait des applica-
tions dans la construction des espaces de modules, algébriques ou métriques. Jusqu’à présent seul
le sens direct de la conjecture a été démontré, et des exemples suggèrent que cette notion de stabi-
lité ne soit pas suffisante pour prouver la réciproque [2]. Cependant, dans le cas Fano, c’est à dire
L = −KX où KX est le fibré canonique de X , le contrôle sur la courbure donné par l’équation de
Kähler-Einstein permet une preuve de cette conjecture [13]. Le cas général semble encore hors de
portée.
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1.1 Constructions de métriques extrémales par perturbations

L’équation d’Euler-Lagrange associée à la fonctionnelle de Calabi C est équivalente au fait que
le champ de vecteur

Vg := gradg(sg) (1.2)

soit un champ de vecteur holomorphe.

Définition 1.1.1. Soit g une métrique de Kähler extrémale. On appelle JVg le champ de vecteur
extrémal.

Le champ de vecteur extrémal est un champ de vecteur holomorphe et hamiltonien pour ω donc
une symétrie de la structure de Kähler, et son potentiel hamiltonien est la courbure scalaire de g.
Par ailleurs, les points critiques de la fonctionnelle de Calabi C sont tous des minima locaux et
donc une métrique g est extrémale si et seulement si

∂Vg = 0. (1.3)

Ceci est une EDP non-linéaire d’ordre 4 sur la métrique pour laquelle il n’existe actuellement pas
de méthode générale de résolution. Il est très difficile de savoir si une variété kählérienne donnée
admet une métrique extrémale. Plusieurs méthodes d’approches sont utilisées pour comprendre ce
problème du point de vue analytique, des méthodes de flots, de continuité, des approches variation-
nelles et enfin des méthodes perturbatives. Ces dernières forment l’objet d’étude principal du texte
[Ti0], composé de deux parties indépendantes, et dont le but a été la construction de nouveaux
exemples explicites de métriques extrémales afin d’étoffer un peu la théorie.

1.1.1 Résolutions de singularités

Dans [Ti0], on propose une adaptation dans le cadre orbifold d’un théorème d’Arezzo, Pa-
card et Singer [4] (voir aussi [56]). D’après ces derniers, si on éclate une variété extrémale en des
points satisfaisant une certaine condition de stabilité, on peut munir la variété éclatée d’une mé-
trique extrémale. Dans le cas de la résolution d’orbifoldes, on obtient un résultat similaire pour les
résolutions des singularités Hirzebruch-Jung. Ces singularités sont les quotients de C2 par l’action
d’un sous-groupe cyclique fini de U(2). Le théorème est alors le suivant :

Théorème 1.1.2 ([Ti0]). Soit (X,ω) une surface orbifolde kählérienne munie d’une métrique
extrémale. Si les singularités (Ai) de X sont isolées et du type Hirzebruch-Jung, alors on peut
munir une résolution minimale de X d’une métrique extrémale.

Plus précisément, si on pose π : X̃ −→ X une résolution minimale, on obtient une famille de mé-
triques extrémales sur X̃ qui converge vers π−1(ω) en topologie C∞ sur tout compact en dehors
des diviseurs exceptionnels de la résolution. Les volumes de ces diviseurs exceptionnels pour ces
métriques convergent vers 0. Afin de démontrer ce résultat on utilise une méthode de recollement.
On découpe la variété X en la réunion de boules orbifoldes Bi centrées en les singularités Ai et
le complémentaire Xr = X \ ∪iBi de ces boules. On munit Xr de la métrique extrémale ω et
une résolution minimale Yi des Bi d’une métrique ALE construite par Calderbank et Singer [10].
Il s’agit ensuite de recoller les Yi à Xr afin d’obtenir la résolution. On utilise alors la méthode de
perturbation développée par Arezzo, Pacard et Singer [4] afin de modifier les métriques considé-
rées de telle sorte qu’elles restent extrémales et que leurs potentiels coïncident sur le bord pour
assurer le recollement.

On obtient comme application de nouveaux exemples de métriques extrémales sur des éclate-
ments de surfaces réglées. Une surface réglée est l’espace total d’une fibration P(E) −→ Σ où E
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est un fibré holomorphe de rang deux sur une surface de Riemann Σ. La surface CP1 × D, où D
est le disque de Poincaré, est munie d’une métrique extrémale construite par Tønnesen-Friedman
[59]. On considère des quotients de cette surface sous l’action d’une représentation du groupe
fondamental orbifold d’une surface de Riemann orbifolde hyperbolique. Cette action se fait par
isométries sur la métrique de Tønnesen-Friedman et les quotients obtenus sont des orbisurfaces
réglées. Le Théorème 1.1.2 s’applique et les résolutions minimales de ces surfaces admettent des
métriques extrémales. L’utilisation de la classification de Kodaira des surfaces et de la géométrie
torique permet d’identifier précisément les surfaces obtenues. On obtient alors une large famille
de nouvelles métriques extrémales [Ti1].

1.1.2 Stabilité sous déformations complexes

Dans un travail en collaboration avec Yann Rollin et Santiago Simanca, on s’intéresse à la
stabilité des métriques extrémales sous déformations complexes, via des méthodes analytiques.
Soit (X,ω) une variété kählérienne avec g = ω(J ·, ·) extrémale.

Définition 1.1.3. Une déformation complexe de X est une submersion holomorphe propre entre
variétés complexes π : X −→ B telle que π−1(0) soit isomorphe à X pour un point 0 ∈ B.

D’après un résultat de Kodaira et Spencer, quitte à restreindre B, on peut supposer que les fibres
de π sont toutes kählériennes et on aimerait savoir sous quelles conditions une fibre Xt := π−1(t)
admet une métrique extrémale. Le Brun et Simanca ont déjà obtenu un résultat concernant cette
question dans le cas particulier des métriques à courbure scalaire constante [43].

Si l’on souhaite déformer la métrique g de manière lisse, l’équation (1.3) impose de préserver
les automorphismes engendrés par Vg. Ceci suggère de se limiter aux déformations complexes
de la variété qui préservent certaines symétries. On introduit alors un cadre équivariant de défor-
mations complexes relatives intervenant naturellement dans les déformations des métriques extré-
males. Une telle déformation est munie d’une action holomorphe d’un groupe G qui préserve les
fibres. Dans ce cadre équivariant, suivant Gauduchon [29], on définit la courbure scalaire réduite
sGg d’une métrique g comme étant la projection L2 de la courbure scalaire sg sur l’orthogonal des
potentiels hamiltoniens de Lie(G) de telle sorte qu’une métrique est extrémale avec son champ de
vecteur extrémal dans Lie(G) si et seulement si sa courbure scalaire réduite sGg est identiquement
nulle. On introduit aussi l’invariant de Futaki relatif FutGg qui généralise un invariant déjà connu
dans le cas absolu [26] (équation (1.9)). On reviendra plus en détail sur ces notions dans la Section
1.2.1, mais notons déjà que si g est extrémale, on a l’équivalence FutGg = 0 si et seulement si
sGg = 0. On cherche alors à suivre le lieu des zéros de FutGg lors de la déformation complexe et on
dira que l’invariant de Futaki relatif est non-dégénéré si sa différentielle par rapport à la classe de
Kähler est non-nulle. Un théorème de fonction implicite permet alors de démontrer :

Théorème 1.1.4 ([RoSTi]). Soit (X,ω) une variété kählérienne munie d’une métrique extrémale
g et soit π : X −→ B une déformation complexe relative à un groupe G. On suppose :

— G est un sous-groupe compacte connexe du groupe des isométries de (X,ω)
— sGg = 0 ( ou de manière équivalente JVg ∈ Lie(G) )
— l’invariant de Futaki relatif FutGg est non-dégénéré

Alors les fibres proches de X dans la déformation complexe admettent une métrique extrémale.

On exhibe ainsi des déformations de la variété de Mukai et Umemura qui admettent des métriques
Kähler-Einstein, retrouvant un résultat du à Donaldson via une méthode différente [22].
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1.2 Déformations et stabilité GIT

La Conjecture 1.0.1 propose de relier l’existence de métriques canoniques à une stabilité
algébro-géométrique. Pour arriver à une telle correspondance, on peut commencer par étudier
le problème local. Si une variété admet une métrique canonique, on souhaite relier l’existence
d’une métrique canonique sur des petites déformations de cette variété à une stabilité algébrique
locale. Cette méthode, proposée initialement par Donaldson [22], a été employée avec succès dans
trois contextes différents décrits dans la suite (Sections 1.2.2, 1.2.3 et 1.2.4). On commencera par
donner quelques rappels sur la correspondance de Kempf-Ness qui motive les résultats présentés.

1.2.1 Intermède : la correspondance de Kempf-Ness

On présente de manière succincte la correspondance de Kempf-Ness qui relie les quotients
dans les catégories algébrique et symplectique. On présente ensuite le formalisme de Donaldson
et Fujiki qui motive la conjecture YTD.

Quotient algébrique et stabilité

En géométrie algébrique, une façon de faire des quotients est via la théorie géométrique des
invariants, ou GIT. Soit

ι : Z ↪→ CPn

une variété projective et supposons qu’un groupe algébrique réductif

G ⊂ SL(n+ 1,C)

agisse sur Z, via son action sur CPn. La variété Z est décrite par son anneau de fonctions

R = C[x0, · · · , xn]/I(Z)

où I(Z) est l’idéal annulateur de Z. L’action deG sur Z induit une action surR, et le quotient GIT
de Z par G est par définition la variété projective Y dont l’anneau de fonctions est RG, invariants
de R sous l’action de G. On obtient aussi par construction une application quotient

π : Zss → Y

où Zss ⊂ Z est l’ensemble des orbites dites semi-stables, formées par les points x ∈ Z pour
lesquels il existe un élément f ∈ RG \ {0} avec f(x) 6= 0. Le quotient GIT de Z par G est alors
formé en ne considérant que les orbites semi-stables de Z. Ce quotient a de bonnes propriétés
géométriques si l’on se restreint à l’ensemble des points stables Zs ⊂ Zss. On pose L = ι∗O(1)
la polarisation induite par le plongement de Z. Un point x ∈ Z est dit stable si son stabilisateur
est fini, et si l’orbite d’un relevé x̃ ∈ Lx sous l’action de G est fermée. Ainsi, les orbites de Zs

sont séparées par RG. Enfin, les points x pour lesquels l’orbite d’un élément x̃ ∈ Lx est fermée
mais de stabilisateur de dimension positive sont appelés polystables.

En pratique, la stabilité est testée à l’aide du critère de Hilbert-Mumford. Ce dernier assure
que l’orbite de x̃ ∈ Lx est fermée si et seulement si les C∗-orbites de x̃ sont fermées pour tous les
sous groupes à un paramètre λ : C∗ → G. À chacun de ces sous groupes λ : C∗ → G on peut
associer un poids wλ(x) qui décrit l’action de λ sur Lx0 , où x0 = limt→0 λ(t) · x. La positivité
de ce poids caractérise la fermeture de la C∗-orbite de x̃ et ceci donne un critère numérique de
stabilité. La version analytique de ce critère est donnée par la fonctionnelle de Kempf-Ness

t 7→ log ||λ(t) · x̃|| (1.4)

dont la stricte convexité est équivalente à wλ(x) > 0.
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Réduction symplectique

Si ω est une forme de Kähler surZ qui représente la première classe de Chern de la polarisation
L, et siK est une forme compacte deG qui agit par symplectomorphismes sur (Z, ω), il est naturel
de construire un quotient de (Z, ω) par K dans la catégorie symplectique. Supposons que l’action
de K admette une application moment, c’est à dire une application équivariante

µ : Z → Lie(K)∗

qui vérifie :
∀ξ ∈ Lie(K), dµ(ξ) = ιξ̂ω

où ξ̂ désigne le champ de vecteur induit par ξ sur Z via l’action infinitésimale de K sur Z. Si 0 est
une valeur régulière de µ, la réduction symplectique de Marsden et Weinstein est alors le quotient

µ−1(0)/K

et la restriction de ω à µ−1(0) induit une structure symplectique sur ce quotient. Par un résultat de
Kempf et Ness [36], le quotient GIT et la réduction symplectique de Marsden et Weinstein sont en
correspondance. Plus précisément :

Théorème 1.2.1 ([36]). Avec les notations qui précèdent, une G-orbite contient un zéro de l’ap-
plication moment si et seulement si elle est formée de points polystables. Un tel zéro est alors
unique, modulo l’action de K.

Symétries

On termine cette discussion assez générale sur la réduction kählérienne par quelques précisions
sur le rôle des symétries. La recherche d’un zéro de µ dans une G-orbite est un problème qui
admet des obstructions géométriques. Supposons pour simplifier que G soit un tore complexe, et
soit x ∈ Z. On pose Lie(G)x l’algèbre de Lie du stabilisateur de x dans G. On peut démontrer
que l’application

χx : Lie(G)x → C
v 7→ < µ(x), v >

(1.5)

ne dépend pas du point x choisi dans la G-orbite. On obtient un caractère χx qui doit s’annuler si
µ−1(0) ∩ G · x 6= ∅. Le stabilisateur de x, que l’on interprète comme des symétries de ce point,
forme une obstruction à la recherche de zéros de µ. Si l’on cherche à la place à minimiser ||µ||2 sur
une G-orbite, pour || · || une norme hermitienne Ad-invariante sur Lie(G), on s’affranchit de cette
obstruction. En effet, l’équation d’Euler-Lagrange pour ce nouveau problème est µ(x) ∈ Lie(G)x
et le stabilisateur facilite la recherche de solutions.

Conjecture YTD

L’interprétation par Donaldson [18] et Fujiki [34] de la courbure scalaire comme une applica-
tion moment motive alors la conjecture YTD. Soit Jω l’espace des structures presque complexes
intégrables compatibles avec une forme symplectique fixée ω sur une variété compacte X . Cet
espace admet une structure de Kähler formelle (ΩJ , JJ ). Si l’on identifie, pour J ∈ Jω, l’espace
tangent TJJω à l’espace des endomorphismes J̇ ∈ End(TX) qui anticommutent avec J et qui
sont symétriques pour gJ = ω(·, J ·), cette structure de Kähler est donnée par :

∀ (J̇1, J̇2) ∈ TJJω, JJ J̇1 := JJ̇1 et ΩJ (J̇1, J̇2) :=

∫
X

tr(JJ J̇1J̇2) dvolω. (1.6)
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Soit G le groupe des symplectomorphismes hamiltoniens de ω. Le groupe G agit sur Jω :

G × Jω → Jω
(φ, J) 7→ dφ ◦ J ◦ dφ−1

avec une action hamiltonienne qui préserve la structure de Kähler (ΩJ , JJ ). Pour décrire son
application moment, on rappelle que l’algèbre de Lie de G est l’espace des fonctions lisses sur X
modulo les constantes C∞(X,R)/R, muni du crochet de Poisson. Elle peut être identifiée à son
dual via le produit L2 défini par ω :

(f, g) 7→
∫
X
fg dvolω. (1.7)

Sous cette identification, l’application moment µJ de l’action de G sur (Jω,ΩJ ) n’est autre que
la courbure scalaire :

µJ : Jω → C∞(X,R)
J 7→ sgJ − s0

(1.8)

où sgJ désigne la courbure scalaire de gJ et s0 est la moyenne de sgJ sur (X,ω). Un autre fait
remarquable est que malgré l’absence d’une complexification de G, il est possible de donner un
sens à l’orbite complexifiée de J , qui correspond à l’espace des métriques de Kähler dans la classe
[ω] sur (X,J). Les métriques cscK sont alors les zéros pour une application moment dans une Gc-
orbite et devraient donc correspondre, comme le suggère le Théorème 1.2.1, à des variétés stables
en un sens GIT.

Dans le formalisme de Donaldson et Fujiki, on remarque également que la fonctionnelle de
Calabi (1.1) est la norme L2 de l’application moment µJ . L’obstruction (1.5) introduite plus haut
admet également un analogue pour les métriques cscK, appelé invariant de Futaki [26] que l’on
notera Fut[ω]. Il est défini sur l’algèbre de Lie des champs de vecteurs holomorphes et hamiltoniens
pour ω, et ne dépend que de la classe [ω]. Si Vφ est un champ de vecteur holomorphe hamiltonien
pour ω, d’hamiltonien φ, l’invariant de Futaki est défini par

Fut[ω](Vφ) =

∫
X

(sω − s0)φ dvolω. (1.9)

Son annulation est une condition nécessaire à l’existence d’une métrique cscK dans la classe [ω],
et une métrique extrémale ω est cscK si et seulement si Fut[ω] = 0.

La correspondance de Kempf-Ness conduit à introduire la notion de K-stabilité pour les va-
riétés. Pour cela, on considère un analogue des sous-groupes à un paramètre dans le critère numé-
rique de Hilbert-Mumford. Soit donc (X,L) une variété de Kähler polarisée. Une configuration
test pour (X,L) est la donnée d’une famille plate, normale et polarisée p : (X ,L) → C qui soit
C∗-équivariante par rapport à l’action standard de C∗ sur C et telle que (X1,L1) := p−1(1) soit
isomorphe à (X,L). Soit alors (X ,L) une telle configuration test. L’action de C∗ sur la fibre cen-
trale (X0,L0) induit une action sur les espaces de sections H0(X0,Lk0). On notera wk le poids
de cette action et dk la dimension de H0(X0,Lk0). Le théorème de Riemann-Roch et sa version
équivariante donnent un développement :

wk
kdk

= F0 + F1k
−1 +O(k−2).

L’invariant de Donaldson-Futaki de (X ,L) peut être défini par

DF(X ,L) := F1. (1.10)

Cet invariant correspond au poids dans le critère numérique de Hilbert-Mumford.
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Remarque 1.2.2. Il existe une formule d’intersection qui permet de définir l’invariant de Futaki
et généraliser la conjecture YTD au cadre non polarisé. C’est l’approche initialisée par Sjöström
Dyrefelt et Dervan-Ross.

On dira qu’une configuration test est triviale si elle est isomorphe au produit (X,L) × C et que
l’action de C∗ sur (X,L) est triviale. On a alors :

Définition 1.2.3 ([20]). La paire (X,L) est K-stable si pour toute configuration test non-triviale
(X ,L), on a DF(X ,L) > 0.

L’invariant de Futaki (1.9) d’un champ de vecteur hamiltonien Vφ est, à une constante multiplica-
tive près, l’invariant de Donaldson-Futaki de la configuration test produit (X,L) × C munie de
l’action induite par le champ de vecteur Vφ. De plus, la K-stabilité apparaît comme une version
asymptotique de la stabilité au sens de Chow de (X,Lk) (voir Section 1.3.4). Ces considérations
sont de nouveaux indices pour supporter la Conjecture 1.0.1.

Enfin, les métriques extrémales admettent également une interprétation en terme d’application
moment. De même, la conjecture YTD admet une version relative, introduite par Székelyhidi.
Elle relève essentiellement d’une adaptation T -équivariante de la conjecture YTD, où T est un
tore maximal de symétries de Aut(X,L). On peut adapter les notions définies précédemment au
cadre relatif. Par exemple, la courbure scalaire est remplacée par la courbure scalaire réduite sTφ ,
obtenue par projection L2 de la courbure scalaire sur l’orthogonal des fonctions hamiltoniennes
de champs de vecteurs engendrés par Lie(T ) (voir Section 1.3, équation (1.16) pour une définition
précise). L’invariant de Futaki modifié FutT[ω] est calculé pour tout champ de vecteur Vφ dans le
centralisateur de T dans Aut(X,L) et est défini par :

Fut[ω](Vφ) =

∫
X

(sTω )φ dvolω. (1.11)

De manière générale, on dénotera avec un exposant T les versions relatives des objets considérés.
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On résume les analogies de cette section dans le tableau suivant :

Kempf-Ness Conjecture YTD

Variété (Z, ω) (Jω,ΩJ )

Groupe de jauge K G

Complexification G = Kc Orbites complexifiées

Application moment µ sgJ − s0

Stabilisateur Lie(G)x Lie(Aut0(X, J))

Obstruction χx Fut[ω]

Norme L2 du moment ||µ||2
∫
X(sgJ − s0)2 dvolgJ

Points critiques µ(x) ∈ Lie(G)x Métriques extrémales

Sous-groupes à 1 paramètre λ : C∗ → G Configurations tests

Hilbert-Mumford ∀λ, wλ(x) > 0 ∀(X ,L), DF(X ,L) > 0?

Fonctionnelle de Kempf-Ness t 7→ log ||λ(t) · x̃|| K-énergie (cf Section 1.3)

Stabilité Stabilité GIT K-stabilité ?

22



1.2.2 Déformations des métriques extrémales toriques

On rappelle que les groupes de cohomologie H i(X, TX) d’une variété complexe compacte X
renseignent sur la théorie de déformation de X . En particulier, H1(X, TX) caractérise les défor-
mations infinitésimales de X et, dans des cas favorables, peut être vu comme un espace tangent à
une famille semi-universelle de déformations de X [39]. L’espace H2(X, TX) donne des obstruc-
tions à l’intégration d’élements deH1(X, TX) en déformations complexes. On renvoie à l’Annexe
A pour un bref rappel sur la théorie des déformations.

Soit une variété kählérienne extrémale (X,ω) = (M,J, ω). Dans un travail en collaboration
avec Y. Rollin [RoTi], on montre qu’il existe une métrique extrémale sur une petite déformation
X ′ = (M,J ′) compatible avec ω si la déformation infinitésimale correspondante dansH1(X, TX)
est stable en un sens GIT. Ce travail est une extension du résultat correspondant au cas cscK traité
par Székelyhidi [55]. On obtient ainsi un critère algébrique suffisant pour assurer l’existence d’une
métrique extrémale lors d’une déformation complexe. On étudie par ailleurs ce critère algébrique
sur les variétés toriques. Les variétés toriques sont des variétés de Kähler munies d’une action
hamiltonienne effective d’un tore de dimension maximale. Leurs symétries permettent une des-
cription combinatoire de leur géométrie. Soit (X,ω) une telle variété et soit T c le tore complexe
associé. L’action de T c sur X induit une représentation de T c sur H1(X, TX). Cet espace admet
alors une décomposition en somme directe de sous-espaces selon les poids pX de l’action. Notre
résultat principal est alors le suivant :

Théorème 1.2.4 ([RoTi]). Soit (X,L) une variété torique lisse compacte polarisée munie d’une
forme de Kähler à courbure scalaire constante ω. Soit K le groupe des isométries hamiltoniennes
de (X,ω). Si KC = TC et si H2(X, TX) = 0, alors il existe une déformation complexe de X
munie d’une métrique cscK si et seulement s’il existe (aj)j=1..r ∈ (N∗)r et (nj)j=1..r ∈ prX tels
que

∑
j ajnj = 0.

On démontre également un analogue de ce théorème dans le cas extrémal. Sous les hypothèses du
théorème, il existe une famille semi-universelle de déformations complexes

X → B ⊂ H1(X, TX)

de X et le résultat obtenu peut être précisé :

Théorème 1.2.5. Sous les hypothèses du Théorème 1.2.4, une fibre Xt de X admet une métrique
cscK si et seulement si l’orbite sous l’action de T c de t ∈ H1(X, TX) est fermée.

La preuve du Théorème 1.2.5 repose sur la construction d’une tranche à la Kuranishi [39] (voir
Annexe A). Suivant [55], on montre qu’il existe une application holomorphe et T c-équivariante

Φ : U → Jω

d’un voisinage de U de 0 dans H1(X, TX) vers un voisinage V de Φ(0) = J dans Jω telle que
la G-orbite complexifiée de toute structure presque complexe J ′ proche de J intersecte l’image de
Φ. L’image T ⊂ Jω de Φ induit une famille semi-universelle de déformations T -équivariantes de
X . L’application courbure scalaire, vue comme application moment µJ , se restreint à T , ainsi que
la forme symplectique ΩJ . On obtient par restrictions une application moment µT pour l’action
de T sur (T ,ΩT ). Par le théorème de Kempf-Ness, une orbite fermée sous l’action de T c sur
H1(X, TX) donne un zéro de l’application moment µ0 associée à la forme symplectique (Φ∗ΩT )0.
On peut comparer µ0 à Φ∗µT , et un argument de perturbation permet alors d’annuler µT dans
une T c-orbite. On obtient alors une métrique cscK sur la déformation de X correspondante. La
réciproque du Théorème 1.2.5 repose sur un résultat de Stoppa [52], adapté au cadre équivariant,

23



à savoir que l’existence d’une métrique cscK sur X dans la classe c1(L) implique la K-stabilité de
(X,L). Si t ∈ H1(X, TX) a une T c-orbite non fermée, on construit une famille à un paramètre
de déformations pour Xt qui dégénère en X , soit une configuration test. Ici, (X,L) admettant une
métrique cscK, l’invariant de Donaldson-Futaki est l’invariant de Futaki classique qui s’annule.
Ceci prouve que Xt n’est pas K-polystable et n’admet donc pas de métrique cscK.

On obtient dans [RoTi] une version équivariante du Théorème 1.2.5 pour les métriques ex-
trémales et le Théorème 1.2.4 est une description combinatoire du Théorème 1.2.5. Dans le cas
des surfaces toriques, un critère simple permet de vérifier l’hypothèse KC = TC et l’hypothèse
H2(X, TX) = 0 est toujours satisfaite. Avec la description de l’espace H1(X, TX) faite par Il-
ten et Volmert [33], on peut appliquer les Théorèmes 1.2.5 et 1.2.4 afin d’expliciter de nouveaux
exemples de métriques à courbure scalaire constante ainsi que des exemples de métriques extré-
males rigides sur des surfaces complexes.

1.2.3 Géométrie sasakienne et stabilité

Une variété riemannienne compacte (M, g) est une variété sasakienne si le cône métrique
(C(M) = R>0 ×M, g = dr2 + r2g) est une variété de Kähler. L’intérêt pour la géométrie sa-
sakienne provient des travaux de ces quinze dernières années qui ont permis d’élaborer de très
nombreux nouveaux exemples de variétés riemanniennes munies de métriques d’Einstein à cour-
bure positive.

Une variété sasakienne est essentiellement un analogue en dimension impaire de variété kählé-
rienne. La notion de métrique sasakienne extrémale a été introduite par Boyer, Galicki et Simanca
[6] et il est naturel de proposer une conjecture analogue à la Conjecture 1.0.1 dans ce cadre. Szé-
kelyhidi et Collins ont défini une notion de K-stabilité pour les variétés sasakiennes [15] qui étend
naturellement la notion connue dans le cas Kähler. Dans un travail de collaboration avec Craig Van
Coevering [TiV], on démontre un analogue du Théorème 1.2.5 dans le cadre sasakien. On obtient
ainsi d’une part des résultats qui confirment la conjecture de Collins et Székelyhidi et d’autre part
de nouveaux exemples de métriques sasakiennes extrémales.

1.2.4 Équations couplées Kähler-Yang-Mills

Les équations couplées Kähler-Yang-Mills (CKYM) ont été introduites dans [1] comme une
nouvelle approche pour le problème des modules de triplets (E,X,L), où E est un fibré holo-
morphe sur une variété kählérienne polarisée (X,L). Les solutions (g, h) des équations

ΛgFh = z,
sg − αΛ2

gtrFh ∧ Fh = c,
(1.12)

données par une métrique de Kähler g sur X dans la classe c1(L) et une métrique hermitienne h
sur E peuvent être vues comme des métriques canoniquement associées au triplet (E,X,L). Ici,
Fh est la courbure de la connexion de Chern de h et Λg dénote la contraction avec la forme de
Kähler ωg. Ces équations dépendent d’une constante de couplage α et les constantes c et z sont
topologiques. Mathématiquement, ces équations généralisent de manière simultanée les équations
de Yang-Mills sur E et l’équation des métriques à courbure scalaire constante sur X . Elles dé-
crivent les zéros d’une application moment pour l’action hamiltonienne d’un groupe de jauge G
sur un espace de dimension infini P . Si ω et h sont fixées, G est une extension du groupe des
symplectomorphismes hamiltoniens de la variété (X,ω) par des transformations de jauge de E et
P paramétrise ici les structures de fibré holomorphe et variété kählérienne sur les variétés lisses
sous-jacentes à E et X .

Dans l’article [GTi], avec Mario Garcia-Fernandez, on étudie la théorie des déformations in-
finitésimales des solutions aux équations (1.12). Soit (ω, h) une solution des équations (1.12)
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sur (E,X,L). On construit tout d’abord une DGLA (L•ω, dω, [·, ·]ω) qui encode les déformations
complexes de la paire (X,E) compatibles avec la polarisation L (voir Annexe A pour la définition
de DGLA). On retrouve en particulier, par une méthode différente, le complexe de Huang [32].
Le complexe différentiel obtenu permet de construire une tranche à la Kuranishi qui paramétrise
les petites déformations de (X,E) modulo l’action du groupe de jauge “complexifié” Gc. Soit
ensuite K le groupe des automorphismes holomorphes de E qui sont dans G. Si Kc désigne la
complexification de K, on construit une représentation

Kc y H1(X,L•ω). (1.13)

On obtient alors :

Théorème 1.2.6 ([GTi]). Chaque petite déformation (E′, X ′, L′) de (E,X,L) avec orbite fermée
dans H1(X,L•ω) sous l’action de Kc admet une solution aux équations (1.12).

La preuve de ce résultat suit les idées développées pour démontrer le théorème 1.2.5. Il permet de
déterminer de nouvelles solutions aux équations couplées (1.12) et d’étudier les déformations des
solutions produites dans [35] par Keller et Tønnesen-Friedman.

1.3 K-énergie et quantification

En pratique, l’étude des métriques cscK (respectivement extrémale) est faite via la fonction-
nelle K-énergie E (resp. K-énergie modifiée EG) dont elles sont les points critiques. Ces fonc-
tionnelles ont été introduites par Mabuchi [44] et par Chen-Tian [14] et ont l’avantage par rapport
à la fonctionnelle de Calabi C (cf équation (1.1)) d’être convexes le long des géodésiques sur les
espaces P (resp. PG) des potentiels de Kähler (respectivement potentiels de Kähler invariants) sur
lesquels elles sont définies. Les propriétés de ces fonctionnelles, telle que la propreté, ou l’exis-
tence de borne inférieure, sont alors intimement liées à l’existence et l’unicité de métriques ex-
trémales. Elles sont à interpréter comme la fonctionnelle de Kempf-Ness en GIT (équation (1.4)),
et on conjecture que la propreté de ces fonctionnelles devrait être équivalente à la stabilité de la
variété polarisée, tandis que l’existence d’une borne inférieure devrait correspondre à sa semi-
stabilité. On rappelle maintenant leurs définitions.

Soit (X,L) une variété de Kähler polarisée et compacte, de métrique g. Soit G ⊂ Aut0(X,L)
un sous-groupe compact. On suppose que g est G-invariante. Pour définir la K-énergie modifiée,
on introduit l’espace des potentiels de Kähler :

P := {φ ∈ C∞(X,R) | ωφ := ω + i∂∂φ > 0} (1.14)

et le sous-espace PG ⊂ P formé des potentiels G-invariants. Pour tout élément φ ∈ PG, on
considère la métrique gφ associée à ωφ ainsi que l’espace des potentiels de Killing de G pour la
métrique gφ :

KGφ := {ψ ∈ C∞0 (X,R) | Jgradgφψ ∈ Lie(G)}. (1.15)

Ces potentiels engendrent des champs de Killing pour gφ, et gφ est extrémale G-invariante si et
seulement si sgφ − s0 ∈ KGφ .

Définition 1.3.1. On définit la courbure scalaire réduite par :

sGφ := sgφ −ΠG
φ sgφ − s0 (1.16)

où s0 est la moyenne de sg sur X et ΠG
φ désigne la projection orthogonale sur KGφ induite par le

produit L2 :

(φ, ψ) 7→
∫
X
φψ dvolgφ . (1.17)
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La K-énergie modifiée EG est alors définie par sa différentielle dEG en φ ∈ PG :

Définition 1.3.2. On appelle K-énergie modifiée

EG : PG → R

l’unique primitive de la différentielle

dEGφ (ψ) := −
∫
X
ψsGφ dvolgφ (1.18)

qui s’annule en φ.

On renvoie à [29] pour une preuve que cette différentielle est exacte et admet une primitive EG

sur l’espace contractile PG. On précise que la K-énergie correspond au cas G = {id}, tandis que
la version modifiée de Chen et Tian correspond au cas où G est un compact maximal.

1.3.1 Minima de la K-énergie modifiée

Donaldson a démontré que si (X,L) est une variété de Kähler polarisée et sans automor-
phisme, alors une métrique à courbure scalaire constante est un minimum absolu de la K-énergie
[21]. Ce résultat a été généralisé par Chen-Tian [14] au cas extrémal par des méthodes différentes.
Dans un travail de collaboration avec Yuji Sano, on redémontre le résultat de Chen et Tian dans le
cas polarisé en utilisant une méthode plus géométrique : la quantification.

Théorème 1.3.3 ([STi]). Soit (X,L) une variété kählérienne polarisée munie d’une métrique
extrémale g. Alors g est un minimum absolu de la K-énergie modifiée EG pour tout G ⊂ Isom(g)
tel que Lie(g) contienne le champ de vecteur extrémal JVg.

Quantification

On présente ici quelques idées du processus de quantification. Pour tout k ∈ N∗, on considère
H0(X,Lk) l’espace des sections holomorphes du fibré Lk. On pose

Nk = dim(H0(X,Lk)) (1.19)

et on rappelle que L étant ample, Nk a une croissance polynomiale en kn, où n est la dimension
de X . L’idée centrale est que pour toute base s = {sα} de H0(X,Lk), k >> 1, on peut plonger
X dans l’espace projectif CPNk−1 via :

ιs : X → CPNk−1

x 7→ [sα(x)].
(1.20)

Les métriques sur CPNk−1 induisent par restriction et renormalisation des métriques de Kähler
sur X dans la classe c1(L). Le jeu consiste alors à traduire les notions issues de la théorie des
métriques extrémales en termes de métriques induites via les plongements ιs. On note Bk l’espace
des métriques hermitiennes sur H0(X,L⊗k). Bk est un espace de dimension finie, sur lequel on
va pouvoir utiliser les résultats généraux de réduction kählérienne et le théorème de Kempf-Ness
(Section 1.2.1). Il s’agit de comprendre comment les espaces Bk et les métriques canoniques sur
ces derniers approchent l’espace P et les métriques cscK où extrémales. On introduit alors les
applications qui vont permettre de passer de Bk à P :

Hilbk : P → Bk
FSk : Bk → P
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définies par :

∀φ ∈ P , s ∈ H0(X,L⊗k) , ||s||2Hilbk(φ) =

∫
X
|s|2e−2kφdvolgφ (1.21)

et

∀H ∈ Bk , FSk(H) =
1

k
log

(
1

Nk

∑
α

|sα|2
)

(1.22)

où {sα} est une base orthonormale de H0(X,L⊗k) par rapport à H . On remarque que ωFSk(H)

est le tiré en arrière de la métrique de Fubini-Study sur CPNk−1 par ιs. Pour tous φ ∈ P et k > 0,
soit {sα} une base orthonormale de H0(X,Lk) par rapport à Hilbk(φ). Le ke noyau de Bergman
est défini par :

ρk(φ) =
∑
α

|sα|2hk . (1.23)

D’après les travaux de Catlin, Ruan, Tian et Zelditch (voir [STi] pour les références précises), le
noyau de Bergman admet un développement

ρk(φ) = kn +A1(φ)kn−1 +A2(φ)kn−2 + ... (1.24)

avec
A1(φ) =

sφ
2

où sφ est la courbure scalaire de ωφ et tel que pour tout (l, R) ∈ N2, il existe une constante Cl,R
telle que

||ρk(φ)−
∑
j≤R

Ajk
n−j ||Cl ≤ kn−R.

On en déduit [57] :

lim
k→∞

FSk ◦Hilbk(φ) = φ

où la convergence est uniforme sur des parties bornées pour la norme C2(X,R) dans P . Les es-
paces de métriques Bk fournissent donc une approximation de dimension finie deP . Les métriques
qui vérifient

FSk ◦Hilbk(φ) = φ (1.25)

où de manière équivalente ρk(φ) est constant sont appelées métriques équilibrées. On remarque
que si la courbure scalaire sφ de ωφ est constante, le noyau de Bergman est constant à l’ordre
kn−1. D’après le travail de Donaldson [19], siX admet une métrique à courbure scalaire constante
ωφ dans la classe c1(L), et si Aut(X,L) est discret, alors, pour k >> 1, on peut perturber les
métriques ωFSk◦Hilbk(φ) en des métriques équilibrées ωφk , et ces métriques convergent vers la
métrique ωφ de départ.

Métriques σ-équilibrées

Pour démontrer le Théorème 1.3.3, on utilise une adaptation de la notion de métrique équili-
brée dans le cadre des métriques extrémales, en présence d’automorphismes. Les métriques extré-
males sont les solutions auto-similaires du flot de Calabi sur PG :

∂φt
∂t

= sgφt − s0. (1.26)
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Par ailleurs, le développement du noyau de Bergman implique :

FSk ◦Hilbk(φ)− φ
1
k − 0

=
sφ − s0

2k
+O(k−2) (1.27)

et l’opérateur FSk ◦ Hilbk induit un système dynamique sur P qui discrétise le flot de Calabi.
L’idée de Yuji Sano est d’introduire des solutions auto-similaires du système dynamique induit
par FSk ◦Hilbk pour quantifier les métriques extrémales.

Définition 1.3.4. Soit σk un élément de Aut(X,Lk). Soit φ ∈ P . Alors φ est σk-équilibrée si

ωkFSk◦Hilbk(φ) = σk(1)∗ωkφ (1.28)

On démontre que les métriques σ-équilibrées apparaissent comme une quantification des mé-
triques extrémales :

Lemme 1.3.5. Avec les notations qui précèdent, si ωk = FSk(Hk) est une suite de métriques
σk-équilibrées qui converge vers une métrique ω∞, et si les automorphismes infinitésimaux Vk
associés aux σk convergent, alors ω∞ est extrémale.

Esquisse de preuve du Théorème 1.3.3

Soit ωφ une métrique extrémale surX dans la classe c1(L). La technologie de Donaldson [19],
adaptée à notre cas, permet d’introduire une fonctionnelle convexe Zσk sur Bk qui quantifie la K-
énergie modifiée EG, et dont les points critiques sont des métriques σ-équilibrées. Ceci nécessite
un choix particulier de σ et dans [STi], on considère l’automorphisme engendré par le champ de
vecteur extrémal. Plus précisément on pose, pour tout k ∈ N∗,

Vk = −
Jgradgφ(sφ)

4k
(1.29)

et on introduit σk le sous-groupe à un paramètre de Aut(X) associé. On définit pour tout φ ∈ P
la fonction ψσk,φ par

σk(1)∗ωφ = ωφ +
√
−1∂∂ψσk,φ, (1.30)

que l’on normalise via ∫
X

exp (ψσk,φ) dvolφ =
Nk

kn
.

On définit ensuite la fonctionnelle d’Aubin modifiée Iσk sur PG à l’aide de sa différentielle :

δIσk (φ)(δφ) =

∫
X
kδφ(1 +

∆φ

k
)eψσk,φkndvolφ. (1.31)

La fonctionnelle Lσk sur PG et son pendant Zσk sur BGk sont définies par :

Lσk = log ◦ det ◦Hilbk + Iσk (1.32)

et
Zσk = Iσk ◦ FSk + log ◦det−kn log(kn)Vol(X). (1.33)

On a alors :

Proposition 1.3.6. Les métriques σk-équilibrées sont des points critiques pour Lσk . De plus, si
Hk ∈ BGk est telle que FSk(Hk) est σk-équilibrée, alors Hk minimise Zσk .
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On a également :

Lemme 1.3.7. Les fonctionnelles k−nLσk convergent vers la K-énergie modifiée EG :

lim
k→+∞

k−n(Lσk − EG) = 0

On considère alors les métriques

φk := FSk ◦Hilbk(φ)

où ωφ est la métrique extrémale de départ. Les métriques φk ne sont pas σk-équilibrées a priori.
Cependant, le développement du noyau de Bergman (1.24) et le choix des σk (équation (1.29))
assurent que le défaut des métriques ωφk à être équilibrées est unO(k−2). Les métriquesHilbk(φ)
sont donc des minima des fonctionnelles Zσk à O(k−2) près. On contrôle par ailleurs l’écart

lim
k→+∞

k−n(Lσk − Zσk ◦Hilbk) = 0

pour tout potentiel de PG. Avec le Lemme 1.3.7, on conclut alors le Théorème 1.3.3 par passage
à la limite.

1.3.2 Borne inférieure et déformations complexes

La combinaison des travaux de Székelyhidi [55] et Chen [12] permet de démontrer que si
une variété kählérienne polarisée (X,L) admet une métrique cscK, la fonctionnelle K-énergie
reste bornée inférieurement sur des petites déformations complexes (X ′, L′). Ceci est une version
analytique, pour la K-stabilité, du fait qu’en GIT les points proches d’un point stable sont semis-
tables. Avec Andrew Clarke, on généralise ce résultat au cas extrémal, en prenant en compte les
symétries :

Théorème 1.3.8 ([CTi]). Soit (X,L) une variété de Kähler polarisée munie d’une métrique extré-
male g. Soit (X ′, L′) une petite déformation complexe de (X,L) qui préserve les automorphismes
engendrés par Vg. Alors la K-énergie modifiée reste bornée inférieurement sur (X ′, L′).

Le sens précis des déformations considérées est expliqué dans l’article [CTi]. On notera tout de
même que l’hypothèse faite n’est pas restrictive dans la mesure où elle est une hypothèse néces-
saire si l’on souhaite déformer de manière lisse une métrique extrémale le long d’une déformation
complexe.

La preuve du Théorème 1.3.8 repose sur une inégalité de convexité pour la fonctionnelle K-
énergie modifiée sur l’espace PG, inégalité obtenue par une méthode de quantification. On pose
la fonctionnelle de Calabi modifiée, définie pour φ ∈ PG :

CG(φ) :=

∫
X

(sGφ )2 dvolgφ (1.34)

où sGφ est la courbure scalaire réduite (1.16). On démontre dans [CTi] :

Proposition 1.3.9. Pout tout φ0, φ1 ∈ PG :

EG(φ1)− EG(φ0) ≤ d(φ0, φ1)
√
CG(φ1), (1.35)

où la distance d est induite par le produit scalaire (1.17).

Cette convexité permet de comparer la K-énergie modifiée sur une petite déformation de X à la
K-énergie initiale, et d’obtenir le résultat.

Comme application, on exhibe également dans l’article [CTi] des éclatements de CP1 × CP1

en 4 points munis de polarisations qui n’admettent pas de métrique extrémale mais dont la K-
énergie modifiée est bornée inférieurement. Ce sont les premiers exemples explicites de tels objets
à ma connaissance.
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1.3.3 Unicité dans une classe de Kähler

Dans l’article [STi2], on continue l’étude des métriques σ-équilibrées commencée dans [STi].
En particulier, on démontre :

Théorème 1.3.10 ([STi2]). Soit ω une métrique extrémale sur (X,L) dans la classe c1(L) et soit
T un tore maximal d’isométries de ω. Alors il existe une suite (σk)k∈N d’éléments de T c et une
suite de métriques σk-équilibrées (ωk)k∈N qui converge vers ω.

Ceci est une généralisation du travail de Donaldson [19] au cadre des variétés polarisées qui ad-
mettent des automorphismes continus. La démonstration repose sur trois étapes.

Esquisse de preuve du Théorème 1.3.10

Tout d’abord, on montre l’existence et l’unicité d’une suite d’automorphismes (σk)k∈N de
T c telle que, pour chaque k, si FSk(Hk) est σ-équilibrée alors nécessairement σ = σk. Ces
automorphismes approchent la symétrie sur X engendrée par le champ de vecteur extrémal Vω.
Cette suite (σk)k∈N, ou plus précisément les champs de vecteurs qui les engendrent, sont obtenus
via l’annulation de caractères F σk sur l’algèbre des champs de vecteurs holomorphes sur X . Ces
caractères sont interprétés comme la quantification de l’invariant de Futaki modifié (1.11).

Ensuite, on démontre que les métriques σk-équilibrées sont les zéros d’une application mo-
ment en dimension finie. Cette application moment sera définie sur un espace de plongements que
l’on décrit maintenant. Soit Vk = H0(X,Lk). L’action de T sur X induit une représentation

ρk : T c → SL(Vk)

et une action de T sur l’espace des formes hermitiennes Bk. On définit BTk comme l’espace des
éléments T -invariants de Bk. La représentation complexe ρk induit une décomposition selon les
poids :

Vk =
⊕

χ∈wk(T )

Vk(χ)

On pose Nχ
k la dimension de Vk(χ) et on introduit l’espace des bases adaptées à cette décomposi-

tion :

BT (Vk) :=
{

(sχi )χ∈wk(T );i=1..Nχ
k
∈ (Vk)

Nk |det(sχi ) 6= 0 et ∀(χ, i), sχi ∈ Vk(χ)
}

Pour tout k, on considère le centralisateur de T ck dans Aut0(X), que l’on dénote AutTk . On intro-
duit l’espace quotient :

ZT (Vk) = BT (Vk)/(C∗ ×AutTk ), (1.36)

où C∗ agit par multiplication diagonale. Cet espace paramétrise les plongements de X dans
CPNk−1 pour lesquels l’action de T est induite par la représentation ρk. On pose enfin

Gck = S(ΠχGLNχ
k

(C))

qui est la complexification de
Gk := S(ΠχU(Nχ

k )). (1.37)

L’action à droite naturelle de Gck sur BT (Vk) commute avec l’action à gauche de C∗ × AutTk sur
BT (Vk) et induit alors une action sur ZT (Vk). On va munir ZT (Vk) d’une structure de Kähler telle
que l’action de Gk sur ZT (Vk) soit par biholomorphismes hamiltoniens. Afin d’alléger l’écriture,
on omet les indices k. L’espace BT (V ), en tant qu’espace de bases, admet une structure presque-
complexe intégrable naturelle JB qui descend sur le quotient ZT (V ). Pour tout s ∈ BT (V ) on
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associe un unique élément H(s) ∈ BT tel que s soit orthonormale pour H(s) et, par composition,
on définit aussi :

φ : BT (V ) → PT
s 7→ FS(H(s)).

On introduit alors la 2-forme suivante sur BT (V ) :

ωB(s) := d ◦ JB ◦ d(Iσ ◦ φ(s)), (1.38)

où Iσ est la fonctionnelle d’Aubin modifiée définie par l’équation (1.31). Dans [STi2], suivant
[29], on démontre :

Proposition 1.3.11. La forme ωB descend en une forme symplectique G-invariante sur ZT (V )
qui munit (ZT (V ), JZ , ωZ) d’une structure de Kähler.

Par ailleurs, l’action de G est hamiltonienne, d’application moment :

µσ : BT (V ) → Lie(G)
s = {sj} 7→ iHilb(φ(s))0(σ · sj , σ · sk)

(1.39)

où l’indice 0 signifie la partie sans trace de l’endomorphisme. Enfin, on montre que pour tout
s ∈ BT (V ) :

Proposition 1.3.12. La métrique ωφ(s) est σ-équilibrée si et seulement si µσ(s) = 0.

La troisième étape de la preuve suit les idées de Donaldson. On considère la métrique extré-
male ωφ et les éléments Hk := Hilbk(φ) ∈ BTk . Les métriques Hk ne sont pas des zéros de µσk ,
mais le sont asymptotiquement. En effet, la condition pour être σ-équilibrée se traduit par

k−nρk(φ
′) = exp(ψσk,φ′), (1.40)

où l’on rappelle que ψσk,φ′ est définie dans l’équation (1.30). La caractérisation des poids σk
permet d’obtenir un développement asymptotique de exp(ψσk,φ′) similaire à celui du noyau de
Bergman (1.24). Par ailleurs, pour ωφ extrémale, on a

k−nρk(φ)− exp(ψσk,φ) = O(k−2).

On contrôle alors la divergence de l’application moment µσk pour k >> 1 et on montre que le flot
de gradient de ||µσk ||2 converge vers un zéro de µσk , ce qui donne une métrique σk-équilibrée et
conclut la preuve.

Corollaires

Les métriques σk-équilibrées étant les zéros d’une application moment, elles sont uniques
modulo l’action de Gk. La convergence vers ωφ implique alors le résultat suivant :

Théorème 1.3.13 ([STi2]). Soit (X,L) une variété de Kähler polarisée munie d’une métrique
extrémale g dans la classe c1(L). Alors g est unique, modulo les automorphismes de X , dans la
classe de Kähler c1(L).

On retrouve ainsi un résultat de Berman-Berndtsson [5] et Mabuchi [46]. Comme corollaire, on
obtient que si ω est une métrique extrémale dans la classe c1(L1 ⊗ L2) sur un produit X1 ×X2,
alors ω est un produit de métriques extrémales ωi ∈ c1(Li) sur Xi, i ∈ {1, 2}. Ce résultat était
conjecturé dans [3] et démontré dans une moindre généralité.
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1.3.4 Métriques équilibrées et GIT

Les métriques σ-équilibrées peuvent être interprétées comme les zéros d’une application mo-
ment [STi2]. Dans l’article [Ti3], l’interprétation GIT de ces métriques est donnée.

Forme de Chow

Soit (X,L) une variété de Kähler polarisée de dimension complexe n, et T c un tore complexe
maximal d’automorphismes de (X,L). On pose

V := H0(X,L).

Quitte à remplacer L par une puissance Lk assez grande, on obtient le plongement de Kodaira :

ι : X → P(V ∗)
x 7→ [evx],

où evx dénote l’évaluation en x ∈ X . On pose B(V ) l’espace des bases de V . Pour toute base
s = {sα} ∈ B(V ) on obtient un isomorphisme

Φs : P(V ∗) → CPN
[ev] 7→ [ev(sα)]

(1.41)

et donc un plongement fs := Φs ◦ ι de X dans CPN , où N + 1 = dim(V ). Soit d le degré de
Xs dans CPN . On va décrire une paramétrisation des sous-variétés de dimension n et de degré d
dans CPN (on se restreint à des sous-variétés lisses uniquement). On va pour cela remplacer Xs

par une hypersurface dans un projectif de plus grande dimension. On définit un diviseur DXs dans
n+ 1 copies de l’espace projectif dual :

DXs := {(H0, · · · , Hn) ∈ CPN∗ × . . .× CPN∗ |H0 ∩ . . . ∩Hn ∩Xs 6= ∅}. (1.42)

Si on pose
W := (Symd(CN+1))⊗n+1, (1.43)

le diviseur DXs est le lieu d’annulation d’un élément Ĉhow(Xs) de W . Le point correspondant

Chow(Xs) ∈ P(W )

est appelé point de Chow de Xs. Un fait remarquable est que Chow(Xs) caractérise entièrement
Xs. On introduit alors :

CHOWPN (n, d) := {Y ↪→ CPN | dim(Y ) = n, degre(Y ) = d} (1.44)

et on a une injection :

Chow : CHOWPN (n, d) → P(W )
(Y ↪→ CPN ) 7→ Chow(Y ).

(1.45)

Le schéma de Chow CHOWN (n, d) est par définition :

CHOWN (n, d) := Chow(CHOWPN (n, d)).

L’action de SLN+1(C) sur CN+1 induit une action sur W et par définition la variété (X,L) est
Chow polystable si l’orbite de Ĉhow(Xs) sous cette action est fermée dans W pour s ∈ B(V ).
Zhang [65] et Wang [61] ont montré que l’existence d’une métrique équilibrée était équivalente à
la stabilité au sens de Chow du point de Chow correspondant.
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Plongements T -invariants

Dans [Ti3], on introduit le schéma de Chow équivariant CHOWN (n, d)T , qui paramétrise les
éléments de CHOWN (n, d) qui possèdent T comme tore de symétries. On a une action naturelle
du centralisateur Gc de T dans SL(N + 1) sur CHOWN (n, d)T . On démontre alors dans [Ti3] :

Proposition 1.3.14. Soit σ ∈ T c tel que F σ = 0. Soit s ∈ BT (V ). La métrique ωφ(s) est σ-

équilibrée si et seulement si la Gc-orbite de Ĉhow(Xs) est fermée.

Le choix précis de σ de cette proposition implique que les métriques σ-équilibrées correspondent
aux métriques équilibrées relativement à T étudiées par Mabuchi [45] et Apostolov-Huang [3]. Ce
résultat est une généralisation directe de ceux de Zhang [65] et Wang [61].

1.3.5 Tableau récapitulatif

On termine la Section 1.3 avec le tableau récapitulatif suivant :

Conjecture YTD relative Quantification

Variété J Tω BT (Vk)/(C∗ ×AutTk )

Groupe de jauge GT S(ΠχU(Nχ
k ))

Complexification Orbites complexifiées S(ΠχGLNχ
k

(C))

Application moment sTgJ µσ

Zéros du moment Métriques extrémales Métriques σ-équilibrées

Obstruction FutT[ω] F σ

Fonctionnelle de Kempf-Ness K-énergie modifiée Zσk

Stabilité K-stabilité relative? Chow-stabilité relative
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1.4 Réduction symplectique et métriques canoniques

Comme expliqué dans les Sections 1.1 et 1.2, l’existence de métriques extrémales sur une va-
riété de Kähler X persiste si l’on procède à des petites perturbations de X , tel que des éclatements
ou des déformations complexes, sous certaines hypothèses GIT sur la perturbation. On souhaiterait
étendre ce genre de résultats à d’autres transformations géométriques de X . On s’intéressera en
particulier aux quotients symplectiques de X par des groupes de symétries G ⊂ Aut(X) conve-
nablement choisis. Ce problème, dans le cas Kähler-Einstein, a déjà été étudié par Futaki [25],
mais sans les technologies de stabilité développées plus tardivement. On note que l’étude propo-
sée ici sera assez différente de celles déjà entreprises (existence de métriques extrémales après
éclatements ou déformations complexes), dans la mesure ou la transformation X → X/G est un
changement important de la géométrie de X , et les méthodes perturbatives employées dans les
Sections 1.1 et 1.2 ne peuvent pas s’appliquer. Afin de bien comprendre les techniques à mettre
en oeuvre, on commencera par étudier le cas de la descente de fibrés d’Hermite-Einstein sous
quotients symplectiques, problème plus simple à appréhender. On procède maintenant à une des-
cription plus détaillée de ce projet.

Les méthodes de GIT sont fondamentales pour attaquer les problèmes de modules, et peuvent
être employées en particulier pour les modules de fibrés sur une variété donnée. Dans ce cas, la
(semi)stabilité d’un fibré sous l’action d’un groupe de jauge est liée à son comportement lorsqu’il
dégénère vers la fermeture de son orbite. Il convient alors de considérer la catégorie des faisceaux
cohérents afin de définir la stabilité d’un fibré. La classe des faisceaux cohérents sur X est la
plus petite famille de OX -modules qui contienne les faisceaux localement libres de rang fini sur
OX (c’est à dire les fibrés holomorphes) et qui soit stable en prenant les noyaux et co-noyaux de
morphismes de faisceaux. Soit maintenant E → X un fibré holomorphe sur (X,L) une variété
polarisée, avec ω ∈ c1(L) une métrique de Kähler. On dit que E est stable (par rapport à la
polarisation L) si pour tout sous-faisceau cohérent F ⊂ E, avec 0 < rangF < rangE, on a

µ(F) < µ(E),

où µ(F) est la pente de F , définie par :

µ(F) =
1

rangF

∫
X
c1(F) ∧ ωn−1

(n− 1)!
. (1.46)

Par la correspondance de Kobayashi-Hitchin [37], l’existence d’une métrique de Hermite-Einstein
h surE, c’est à dire telle que Fh∧ωn−1 soit un tenseur constant, est équivalente à la décomposition
de E en somme directe de fibrés stables de même pentes.

Supposons maintenant qu’un groupe réductif G agisse algébriquement sur X , que E soit G-
équivariant, et qu’il descende sur le quotient GIT Y , c’est à dire qu’il existe EY → Y un fibré
holomorphe sur Y tel que E|Xss soit le tiré en arrière de EY sous le quotient GIT Xss → Y [50].
On souhaiterait déterminer si la stabilité de E est préservée par passage au quotient et si EY est
lui-même stable. On s’attend à démontrer que si E est stable, EY doit satisfaire une condition
de stabilité tordue par l’action de G. On devrait obtenir une équivalence de catégorie entre les
fibrés stables G-équivariants sur X qui descendent au quotient et les fibrés sur Y qui satisfont
cette condition de stabilité tordue par G. On réfère à [28, 49] pour des résultats qui vont dans ce
sens. On utilisera des techniques de géométrie différentielle, dont l’application moment, afin de
déterminer la pente tordue parG, et établir les résultats annoncés. Comme application, on étudiera
les modules de fibrés stables équivariants sur les variétés toriques.
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Axe de recherche 2

Système de Strominger et algébroides
de Courant

Le système de Strominger est un système d’équations différentielles non-linéaires couplées.
Introduit en 1986 par Strominger [53], il intervient en théorie des cordes. Son étude mathéma-
tiques a été proposée par Yau [64], comme généralisation naturelle du problème de Calabi [63]
aux variétés complexes non-nécessairement kählériennes [23]. Soit G un groupe de Lie complexe
semi-simple dont l’algèbre de Lie g est munie d’une forme bilinéaire symétrique ad-invariante c.
Soit (X,Ω) une variété complexe de dimension n qui admet une (n, 0)-forme holomorphe Ω par-
tout non-nulle. Soit P unG-fibré holomorphe au-dessus deX . On considère, pour ω une métrique
hermitienne surX et h une réduction de P à un sous-groupe compact maximalK deG, le système
de Strominger : 

d(||Ω||ωωn−1) = 0
Fh ∧ ωn−1 = 0

i∂∂ω = c(Fh ∧ Fh)

(2.1)

où Fh est la forme de courbure de h. On remarque tout d’abord que le cas G = {Id} se réduit au
système {

d(||Ω||ωωn−1) = 0

i∂∂ω = 0
(2.2)

et on peut démontrer que les solutions de (2.2) sont des métriques de Calabi-Yau, c’est à dire
Kähler et Ricci plates [GRTi], et donc des solutions du problème de Calabi. Notons ensuite les
restrictions topologiques et holomorphes imposées par le système (2.1). La forme holomorphe Ω
trivialise le fibré canonique de X , et on a donc c1(X) = 0. La première équation de (2.1) stipule
que (X, (||Ω||ω)

1
n−1ω) est équilibrée (on prendra garde ici à la terminologie de la littérature qui

est malheureuse, les métriques équilibrées n’ont pas la même signification dans les Sections 2 et
1.3). Dans le contexte de cette Section 2, l’existence d’une métrique équilibrée η, c’est à dire d’une
forme η ∈ Ω1,1(X,R) qui vérifie

d(ηn−1) = 0 avec η > 0 (2.3)

est équivalente à une condition de positivité surX exprimée en termes de courants [48], et généra-
lise la condition d’être kählérienne. La seconde équation de (2.1) est l’équation d’Hermite-Einstein
sur P . L’existence d’une solution à cette équation est équivalente au fait que P soit polystable par
rapport à la métrique équilibrée sur X [41, 7]. Enfin, la dernière équation de (2.1), appelée condi-
tion d’annulation de l’anomalie, implique que la première classe de Pontryagin p1(P, c) de (P, c)
s’annule en cohomologie de Bott-Chern [8, 51]. Les deux premières équations sont bien comprises
et admettent des solutions dès que X et P satisfont les conditions de positivité (X équilibrée) et
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algébriques (polystabilité de P ) requises. La difficulté du système réside alors dans l’équation
d’anomalie qui couple ω et h.

Remarque 2.0.1. La formulation initiale du système de Strominger, ou Hull-Strominger, nécessite
l’introduction d’une 3-variété complexe X munie d’une (3, 0)-forme holomorphe Ω partout non
nulle, et d’un fibré vectoriel holomorphe E au-dessus de X . Une solution du système de Stromin-
ger est alors un couple (g, h) de métriques hermitiennes surX etE respectivement, telle que siRg
désigne la courbure de la connexion de Chern associée à (X, g), Fh la courbure de la connexion
de Chern associée à (E, h), et ω la forme fondamentale associée à g, on ait

d(||Ω||ωω2) = 0
Fh ∧ ω2 = 0

i∂∂ω = α(Tr(Rg ∧Rg)− Tr(Fh ∧ Fh))

(2.4)

où α est une constante topologique. Dans le cas E = TX , si ω est kählérienne et Ricci-plate,
on obtient une solution en prenant h la métrique hermitienne sur TX induite par ω, et le système
généralise donc la condition Kähler-Ricci plate. Dans ce texte, on s’intéressera au système plus
général (2.1) qui présente essentiellement les mêmes caractéristiques analytiques et géométriques
que (2.4).

Il est difficile de résoudre le système de Strominger ; les premiers exemples de solutions sont
construits par Li-Yau [42] pour une solution sur une variété kählérienne obtenue par perturbation
et Fu-Yau [24] pour une solution non-kählérienne construite en résolvant une équation de Monge-
Ampère.

On souhaiterait un analogue du théorème de Calabi-Yau pour les solutions du système de
Strominger. On rappelle que sur une variété de Kähler à première classe de Chern nulle, dans
toute classe de Kähler, il existe une unique métrique Kähler-Ricci plate. La preuve de ce théorème
nécessite tout d’abord de fixer une variété complexe X à première classe de Chern nulle, puis
une classe de Kähler [ω] sur X . On restreint alors l’équation Kähler-Ricci plate à l’ensemble
des métriques de Kähler dans [ω], qui est paramétré par un ensemble de fonctions ω-pluri-sous-
harmoniques. On obtient alors une équation de Monge-Ampère qui peut être résolue à l’aide de
méthodes analytiques, telles que la méthode de continuité via des estimées à priori. Afin d’obtenir
un résultat similaire d’existence et d’unicité pour les solutions du système de Strominger, il faut
identifier les structures holomorphes et métriques à fixer afin de restreindre l’espace des paramètres
sur lesquels portent ces équations, avant de pouvoir attaquer le problème avec des outils d’analyse.
Dans un travail de collaboration avec Mario Garcia-Fernandez, Roberto Rubio et Carlos Shahbazi
[GRTi, GRuTi2, GRuSTi], on entreprend ce programme.

2.1 Étude infinitésimale

Comme pour les métriques extrémales, on commence par étudier le problème plus simple de
déformation des solutions. On étudie alors en premier lieu la linéarisation du système de Stro-
minger [GRTi]. On souhaitera en particulier tester la stabilité des solutions sous déformations
complexes, ce qui nous conduit à reformuler les équations en termes de nouveaux paramètres pour
pouvoir prendre en compte les variations de structures complexes sur P et X .

Soient P le G-fibré lisse sous-jacent à P et X la variété lisse sous-jacente à X . Soit K ⊂ G
une forme compacte de G, et on suppose donnée une réduction de P au groupe K, que l’on note
PK . On poseA l’espace des connexions sur PK et Ωn

0 (X,C) l’espace des n-formes Ω surX telles
que ker(v 7→ ιvΩ) définisse une structure presque complexe JΩ sur X . On introduit l’espace des
paramètres du système :

P ⊂ Ωn
0 (X,C)×A× Ω2(X,R),
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défini par
P = {(Ω, θ, ω) | ω est JΩ − compatible} (2.5)

où pour Ω ∈ Ωn
0 (X,C), la compatibilité de ω signifie que (JΩ, ω) induit une structure presque-

hermitienne sur X . La condition d’intégrabilité de la structure presque-complexe JΩ sur X est

dΩ = 0,

tandis que l’intégrabilité de l’opérateur de Dolbeault induit sur P par θ est

F 0,2
θ = 0

où Fθ désigne la courbure de θ. Avec ces nouveaux paramètres, le système (2.1) devient :
dΩ = 0

F 0,2
θ = 0
d(||Ω||ωωn−1) = 0
Fθ ∧ ωn−1 = 0

i∂∂ω = c(Fθ ∧ Fθ).

(2.6)

On considère le groupe de jauge du système :

G := Aut(PK)

qui agit sur P par tirés en arrière en préservant les solutions de (2.6). À l’aide de la théorie des
opérateurs elliptiques, un espace tangent virtuel à l’espace des modules des solutions de (2.6) est
construit dans [GRTi]. Plus précisément, soit s = (Ω, θ, ω) ∈ P une solution de (2.6). On note
Ps, resp. Ls, l’action infinitésimale de G en s, resp. la linéarisation de (2.6) en s. On munit les
espaces de tenseurs considérés de produit L2 à l’aide de métriques sur X et adPK . On peut alors
introduire l’adjoint de Ps. On démontre :

Proposition 2.1.1 ([GRTi]). Le système d’équations suivant, d’inconnue v ∈ TsP , est elliptique :{
Ls(v) = 0
P∗s(v) = 0.

(2.7)

Ceci est en particulier un résultat annoncé par Li et Yau dans [42]. On remarque que l’énoncé
présenté ici est un peu plus général que celui de [GRTi] qui se restreint au système (2.4), cependant
sa preuve est analogue. On introduit l’espace de dimension finie

H1(S∗) :=
ker Ls

ImPs
(2.8)

que l’on interprète comme l’espace tangent à l’espace des modules des solutions de (2.6). On
remarque que la linéarisation de l’équation d’anomalie est d-exacte, et induit une application

δ : H1(S∗)→ H3(X,R). (2.9)

Motivés par la quantification du flux δ en théorie des cordes, on considère le noyau

H1(̊S∗) := ker δ.

On démontre que ce noyau peut être décrit comme la cohomologie d’un complexe elliptique

S̊0 → S̊1 → S̊2 (2.10)

où S̊0, une extension de S0, est l’algèbre de Lie d’un groupe d’automorphismes obtenu comme
extension de G. Ce groupe est celui des automorphismes d’une algébroide de Courant [16], qui
peut être vue essentiellement comme une extension de PK . On renvoie à l’Annexe B et à [16, 30,
GRTi] pour une description plus complète de ces objets. L’observation clé est que toute solution de
l’équation d’anomalie, et donc en particulier du système de Strominger, définit une algébroide de
Courant sur X . L’annulation de l’anomalie est vue comme une condition d’intégrabilité, et motive
l’introduction des algébroides de Courant holomorphes pour étudier le système de Strominger.
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2.2 Algébroides des cordes holomorphes

Toute solution du système de Strominger induit en particulier une solution du système{
F 0,2
θ = 0

dH = c(Fθ ∧ Fθ)
(2.11)

d’inconnues (θ,H) ∈ A × Ω3(X,C) où l’on a posé H = dcω . Ce dernier système définit une
algébroide des cordes holomorphe Q→ X donnée par une extension holomorphe :

0→ TX∗ → Q→ adP → 0, (2.12)

où adP est l’algébroide de Lie d’Atiyah associée au G-fibré holomorphe P → X (voir Annexe
B). On verra dans la section suivante que cette structure géométrique est la donnée complexe à
fixer pour obtenir une bonne classe de métriques sur laquelle étudier le système de Strominger. On
présente ici une classification et la théorie de déformations de ces structures.

Classification

Dans [GRuTi2], on introduit un faisceau en groupes complexes S donné par une extension

1→ Ω2,0
cl → S → OG → 1 (2.13)

où Ω2,0
cl désigne le faisceau des (2, 0)-formes fermées sur X et OG le faisceau des fonctions

holomorphes à valeur dans G. Sur un ouvert U ⊂ X , le groupe S(U) est le groupe des symétries
d’un modèle standard d’algébroide de Courant holomorphe obtenue par extension de l’algébroide
d’Atiyah associée à U ×G→ U . On démontre alors :

Théorème 2.2.1. Les éléments du premier ensemble de cohomologie de Čech Ȟ1(X,S) sont en
correspondance avec les classes d’isomorphismes d’algébroides des cordes holomorphes sur X .

On note que les éléments de Ȟ1(X,OG) classifient les G-fibrés principaux holomorphes sur X ,
et qu’on a une application d’oubli naturelle

Ȟ1(X,S)→ Ȟ1(X,OG). (2.14)

L’image de cette application est l’ensemble des G-fibrés holomorphes dont la première classe de
Pontryagin holomorphe [GRuTi2] s’annule, tandis que son noyau est isomorphe à l’espace

Ȟ1(X,Ω2,0
cl )

qui caractérise les algébroides de Courant holomorphes exactes sur X [30].
Afin de pouvoir manipuler ces algébroides, on obtient une classification de ces dernières en

termes de formes différentielles globales sur X et P ([GRuSTi, Théorème 3.10]). On pourra alors
parler de la classe d’une algébroide des cordes holomorphes Q :

[Q] := [(θ,H)] ∈ Ȟ1(X,S) (2.15)

pour toute solution (θ,H) de (2.11) qui caractérise l’extension (2.12).
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Déformations

On décrit également la théorie de déformation de ces objets (voir l’Annexe A pour des rappels
de théorie de la déformation). Étant donné Q → X une algébroide des cordes holomorphe sur X
donnée par une extension (2.12), on note AutQ (respectivement AutP ) le faisceau de symétries in-
finitésimales locales associé à Lie(Aut(Q)) (respectivement à Lie(Aut(P ))). Ces faisceaux vont
nous permettre d’obtenir une algèbre de Lie différentielle graduée qui décrira les déformations de
Q. On a une suite exacte de faisceaux :

0→ Ω2,0
cl → AutQ → AutP → 0. (2.16)

On utilise les résolutions acycliques :

0→ AutP −→ Ω0,0(ad(P ))
∂
θ

−→ Ω0,1(ad(P ))
∂
θ

−→ . . . (2.17)

où l’opérateur ∂
θ

est induit par un opérateur de Dolbeault sur P associé à θ, ainsi que

0→ Ω2,0
cl −→ Ω2,0 := Ω60 d−→ Ω3,0+2,1 := Ω61 d−→ . . . (2.18)

pour définir notre complexe :
L•Q := Ω0,•(adP )× Ω6•

que l’on munit de la différentielle :

dQ : L•Q → L•+1
Q

(α, b) 7→ (∂
θ
α, db− 2c(∂θα ∧ Fθ)).

Le complexe (L•Q, dQ) est une extension d’algèbres différentielles graduées :

0→ (Ω6•, d)→ (L•Q, dQ)→ (Ω0,•(adP ), ∂
θ
)→ 0. (2.19)

De même, on peut définir un crochet par extension et on obtient une algèbre de Lie différentielle
graduée notée

(L•Q, dQ, [·, ·]Q).

On démontre :

Théorème 2.2.2. Les solutions de l’équation de Maurer-Cartan

dQx+ [x, x]Q, x ∈ L1
Q (2.20)

sont en correspondance avec les algébroides des cordes holomorphes obtenus par déformation de
Q.

Enfin, on applique la méthode de Kuranishi pour construire une tranche sous l’action d’un groupe
de jauge adapté caractérisant les algébroides des cordes holomorphes proches de Q.

2.3 Métriques canoniques sur les algébroides des cordes

Soit Q une algébroide des cordes sur X associée au G-fibré P → X . On introduit dans
[GRuSTi] les notions de métriques sur Q et de classes d’Aeppli pour Q qui généralisent celles de
métriques et de classes de Kähler. On va définir ces objets et présenter les applications obtenues
dans l’étude du système de Strominger.
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Classes d’Aeppli

Les algébroides des cordes holomorphes associées aux solutions du système de Strominger
sont particulières. En effet, si (Ω, θ, ω) est solution de (2.6), on a une algébroide des cordes donnée
par la solution (θ, dcω) du système (2.11). En particulier, la forme

H = dcω ∈ Ω3(X,C)

est dc-exacte et provient d’une 2-forme positive, tandis que θ est la connexion de Chern d’une
réduction de P à un sous-groupe compact maximal K ⊂ G. On introduit alors :

Définition 2.3.1. Une algébroide de Bott-Chern est une algébroide des cordes Q dont la classe
dans Ȟ1(X,S) est représentée par [(2i∂ω, θh)] pour une (1, 1)-forme réelle ω ∈ Ω1,1(X) et θh

la connexion de Chern d’une réduction h ∈ Ω0(P/K).

La terminologie provient du fait que l’équation

ddcω = c(Fgθh ∧ Fgθh) = c(Fh ∧ Fh) (2.21)

impose à c(Fh ∧ Fh) d’être ddc-exacte, et donc à la classe de Pontryagin p1(P, c) de s’annuler en
cohomologie de Bott-Chern [51]. On peut alors définir une notion ad hoc de métrique hermitienne
sur une algébroide de Bott-Chern Q :

Définition 2.3.2. Une métrique hermitienne sur Q est une paire (ω, h), où ω est une (1, 1)-forme
positive surX , et h ∈ Ω0(P/K) est une réduction de P telles que la classe deQ soit [(2i∂ω, θh)].

Une algébroide admettant une telle métrique sera dite positive. On pose

BQ := {(ω, h) ∈ Ω1,1(X)× Ω0(P/K), [Q] = [(2i∂ω, θh)]}

et B+
Q l’ensemble des métriques sur Q. On va maintenant introduire une notion de classe d’Aeppli

pour une algébroide positive Q. On rappel que le groupe d’Aeppli

H1,1
A (X,R)

est le lieu réel du premier groupe de cohomologie d’Aeppli [51] :

H1,1
A (X,C) =

Ker(ddc : Ω1,1(X)→ Ω2,2(X))

Im(∂ ⊕ ∂ : Ω1,0(X)⊕ Ω0,1(X)→ Ω1,1(X))
(2.22)

et que ce groupe est isomorphe à
H1,1(X,R)

si X est une variété de Kähler. On cherche une quantité cohomologique associée à un espace de
métriques dansB+

Q . Il s’agit essentiellement de contrôler la variation d’un représentant c(Fh∧Fh)
de la classe de Pontryagin p1(P, c) quand la métrique h varie. Suivant une idée de Donaldson [17],
on introduit pour h et h0 deux réductions de P , la quantité :

R(h, h0) =

∫ 1

0
ic(u, Fht)dt ∈ Ω1,1(X) (2.23)

où ht = etuh0, pour u ∈ Ω0(i adP ) et h = euh0. Cette quantité vérifie :

ddcR(h1, h0) = c(Fh1 ∧ Fh1)− c(Fh0 ∧ Fh0). (2.24)
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Si on fixe une métrique de référence (ω0, h0) sur Q, l’équation (2.24) assure que l’application
suivante est bien définie :

Ap : BQ → H1,1
A (X)

(ω, h) 7→ [ω − ω0 −R(h, h0)].
(2.25)

D’autre part, l’opérateur R vérifie une condition de cocyclicité (modulo Im(∂ + ∂)), ce qui im-
plique que les lignes de niveau de Ap ne dépendent pas du choix de la métrique de référence
(ω0, h0) dans BQ. On a alors :

Définition 2.3.3. Une classe d’Aeppli surQ est une ligne de niveau deAp. On note ΣQ l’ensemble
de ces classes. On dira qu’une classe de ΣQ est positive si elle est représentée par une métrique
sur Q.

Enfin, étant donnée une classe d’Aeppli positive σ := Ap(ω0, h0) surQ, on obtient une paramétri-
sation explicite des métriques qui représentent cette classe, à comparer au lemme ∂∂ en géométrie
kählérienne :

Lemme 2.3.4. Une métrique (ω, h) est dans la classe σ := Ap(ω0, h0) si et seulement si il existe
ξ ∈ Ω1(X,R) tel que

ω = ω0 +R(h, h0) + dξ + Jdξ. (2.26)

On résume dans le tableau suivant les analogies avec les métriques sur les variétés de Calabi-Yau :

Calabi-Yau Strominger

Objet holomorphe Variété X avec c1(X) = 0 Variété X avec c1(X) = 0
+ Algébroide des cordes Q

Métrique ω ∈ Ω1,1
>0(X,R) (ω, h) ∈ B+

Q

Classe de métriques Classe de Kähler Classe d’Aeppli
[ω] ∈ H1,1(X,R) [Ap(ω, h)] ∈ H1,1

A (X,R)

Paramétrisation Lemme ∂∂ : Lemme 2.3.4 :
ω = ω0 + i∂∂φ, ω = ω0 +R(h, h0) + (1 + J)dξ,
φ ∈ C∞(X,R) (ξ, h) ∈ Ω1(X,R)× Ω0(P/K)

Applications

On va pouvoir présenter les résultats obtenus à l’aide de la paramétrisation du Lemme 2.3.4.
La donnée d’une métrique sur Q est équivalente à la donnée d’un couple (ω, h) ∈ B+

Q tel que

i∂∂ω = c(Fh ∧ Fh).

Les représentants d’une classe d’Aeppli vérifient alors par définition l’équation d’anomalie. Le
système de Strominger (2.1) devient, pour (ω, h) ∈ B+

Q ,{
d(||Ω||ωω2) = 0
Fh ∧ ω2 = 0.

(2.27)
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On fixe alors un algébroide de Bott-Chern positif Q et une classe d’Aeppli positive σ. On pose

Bσ := B+
Q ∩Ap

−1(σ)

l’espace des métriques dans σ. On introduit la fonctionnelle dilaton :

M : Bσ → R
(ω, h) 7→

∫
X ||Ω||ω

ωn

n! ,
(2.28)

Le Lemme 2.3.4 permet de calculer la première variation de ||Ω||ω dans une classe d’Aeppli et on
démontre :

Théorème 2.3.5. Les points critiques de M sont les solutions de (2.27).

Ceci permet la première approche variationnelle au système de Strominger. Par ailleurs, la fonc-
tionnelleM est concave le long de certains chemins dans l’espace des métriques de la classe σ, que
l’on souhaiterait interpréter comme des géodésiques. L’existence de suffisamment de telles géo-
désiques régulières impliquerait l’unicité d’une solution du système de Strominger au sein d’une
classe σ, pour une algébroide Q fixée.

On étudie également la linéarisation Lσ du système (2.27) restreint à la classe de métriques
Bσ en une solution donnée. On démontre que Lσ est un opérateur de Fredholm d’indice nul. On a
alors un résultat de stabilité sous déformations :

Théorème 2.3.6. Supposons que (ω, h) soit une solution du système (2.27) sur Q, dans la classe
σ. Si le noyau de Lσ est nul, alors toute petite déformation deQ et σ admet une solution de (2.27).

Ce résultat repose sur le théorème des fonctions implicites, et implique en particulier l’existence
et l’unicité locale de solutions au système de Strominger pour toute classe d’Aeppli et algébroide
des cordes proches de σ et Q, si kerLσ = 0. On l’applique pour construire de nouvelles solutions
du système de Strominger au voisinage de toute solution kählérienne, pour laquelle on démontre
que Lσ est inversible.

2.4 Perspectives

L’article [GRuSTi] ouvre la voie à de nombreuses pistes de recherche sur le système de Stro-
minger.

On souhaiterait tout d’abord appliquer le Théorème 2.3.6 à d’autres solutions explicites, en
particulier non-Kähler (e.g. [24]). Idéalement, le noyau de Lσ, la linéarisation des équations du
système de Strominger, s’annule en ces solutions, et l’on obtiendrait ainsi localement une descrip-
tion de l’espace des modules des solutions autour de la solution de Fu et Yau. On pourra tester le
compte de la dimension de cet espace des modules prédit dans [GRuSTi].

En second lieu, on cherchera à déterminer l’existence des géodésiques dans l’espace des mé-
triques Bσ. Les solutions du système de Strominger étant des points critiques de la fonctionnelle
dilaton M , et cette fonctionnelle étant concave le long des géodésiques, si tout couple de métrique
peut être relié par une géodésique suffisamment régulière, on obtiendra l’unicité des solutions du
système de Strominger dans une classe σ donnée.

Enfin, il serait intéressant de déterminer une borne supérieure de nature topologique pour
la fonctionnelle dilaton M , et montrer que les solutions du système de Strominger maximisent
cette fonctionnelle. Cette approche variationnelle nécessitera d’introduire des espaces fonctionnels
adaptées aux métriques de σ et aux équations étudiées.
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Annexe A

Quelques notions de théorie de la
déformation

On revoit quelques principes généraux de la théorie de la déformation que l’on illustre avec
l’exemple des déformations complexes d’une variété complexe X .

Généralités

Soit E une structure géométrique sur X (structure holomorphe, fibré holomorphe sur X , algé-
broide de Courant). Soit Aut(E) le groupe des automorphismes de E, aut(E) son algèbre de Lie,
et AutE le faisceau d’algèbres de Lie associé surX . Suivant Kodaira et Spencer [38], si le faisceau
AutE est acyclique, la théorie de la déformation de E est décrite par la cohomologie de Čech de
AutE . D’un point de vue calculatoire, une algèbre de Lie différentielle graduée (ou DGLA pour
Differential Graded Lie Algebra) est plus utile pour décrire les déformations de E.

Définition A.0.1. Une algèbre de Lie graduée (L•, [·, ·]) sur C est un espace vectoriel Z-gradué
L =

⊕
k≥0 L

k avec une famille d’applications bilinéaires [·, ·] : Lk ×Ll → Lk+l telles que, pour
tout (x, y, z) ∈ Lk × Ll × Lm,

i) Antisymétrie graduée : [x, y] + (−1)kl[y, x] = 0.

ii) Identité de Jacobi : (−1)km[x, [y, z]] + (−1)lk[y, [z, x]] + (−1)ml[z, [x, y]] = 0.

Une algèbre de Lie différentielle graduée (L•, d, [·, ·]) est une algèbre de Lie graduée (L•, [·, ·])
munie d’une application C-linéaire d : L• → L•+1, appelée différentielle, et qui satisfait pour
tout (x, y) ∈ Lk × Ll :

iii) Différentielle : d ◦ d = 0.

iv) Dérivation de degré 1 : d[x, y] = [dx, y] + (−1)k[x, dy].

À une DGLA on associe les espaces des :

- Symétries infinitésimales :

H0(L•, d) := ker(d : L0 → L1),

- Déformations infinitésimales :

H1(L•, d) :=
ker d : L1 → L2

Im d : L0 → L1

- Obstructions :

H2(L•, d) :=
ker d : L2 → L3

Im d : L1 → L2
.
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On associe également une équation de déformation, ou équation de Maurer-Cartan :

Définition A.0.2. Soit une DGLA (L•, d, [·, ·]). L’équation de Maurer-Cartan associée est

dx+
1

2
[x, x] = 0, pour x ∈ L1. (A.1)

Les solutions de l’équation (A.1) correspondent à des déformations infinitésimales intégrables.
L’espace H2(L•, d) contient les obstructions à l’intégrabilité des éléments de H1(L•, d).
Une telle DGLA peut être obtenue à l’aide d’une résolution acyclique du faisceau AutE [47] :

0→ AutE −→ L0
E

d−→ L1
E

d−→ . . .

Si cette résolution est elliptique (c’est à dire induit un complexe elliptique d’opérateurs différen-
tiels sur les sections globales des LiE), on peut dans certain cas construire une famille complète de
petites déformations de E, en suivant Kuranishi [39].

Exemple : déformations d’une variété complexe

On considère l’exemple des déformations d’une variété complexe X . Le faisceau AutE est ici
celui des champs de vecteurs holomorphes TX . Le complexe de Dolbeault fournit une résolution
acyclique par les faisceaux des (0, j)-formes à valeurs dans TX :

0→ TX −→ Ω0,0(TX1,0)
∂−→ Ω0,1(TX1,0)

∂−→ . . .

où
TX ⊗R C = TX1,0 + TX0,1

est la décomposition en sous-espaces propres de la structure presque complexe J surX . La théorie
de la déformation d’une variété complexe X est décrite à l’aide de la DGLA

(Ω0,•(TX1,0), ∂, [·, ·])

où le crochet [·, ·] étend naturellement le crochet sur les champs de vecteurs [38, 39]. On obtient
les groupes de cohomologie :

H i(X, TX) ' ker ∂ : Ω0,i(TX1,0)→ Ω0,i+1(TX1,0)

Im ∂ : Ω0,i−1(TX1,0)→ Ω0,i(TX1,0)
. (A.2)

L’espaceH1(X, TX) décrit les déformations infinitésimales des structures complexes surX . L’es-
pace H2(X, TX) décrit les obstructions à l’intégration des éléments de H1(X, TX) en des solu-
tions de l’équation de Maurer-Cartan :

∂γ +
1

2
[γ, γ] = 0, γ ∈ Ω0,1(TX1,0).

Une telle solution γ encode une structure presque-complexe intégrable sur X paramétrée par la
distribution

TX0,1
γ := {V + γ(V ), V ∈ TX0,1}.

Enfin, l’opérateur ∂ induit un complexe elliptique sur les sections globales (Ω0,i(TX1,0), ∂). On
peut alors décrire la construction de la tranche de Kuranishi [39]. Soit J l’espace des structures
presque-complexes intégrables sur X et soit G la composante connexe de l’identité du groupe des
difféomorphismes de X . Kuranishi a construit une application

Φ U ⊂ H1(X, TX) → J (A.3)
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d’un voisinage U de 0 dans H1(X, TX) vers un voisinage V de la structure presque-complexe
initiale J de X dans J telle que Φ(0) = J et la G-orbite de toute structure-presque complexe
J ′ ∈ V intersecte Φ(U). On appelle l’image T de Φ une tranche pour les petites déformations
de X modulo l’action de G. On note que T paramétrise une famille analytique de déformations
complexes de X :

MT := {(t, (X, Jt)), t ∈ T } → T .

Par un résultat de Kuranishi, cette famille est semi-universelle, c’est à dire que pour tout autre
famille analytique de déformations de X :

πS :MS → S avec π−1
S (0S) ' X où 0S ∈ S

il existe une application analytique Ψ : S → T telle queMS soit induite par Ψ :

MS ' Ψ∗MT

et telle que l’application tangente de Ψ en 0S soit uniquement déterminée. C’est cette construction
que l’on adapte dans les articles [GTi, RoTi, TiV], voir Sections 1.2.2, 1.2.3 et 1.2.4.
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Annexe B

Algébroides de Courant

On donne dans cette annexe quelques éléments sur les algébroides de Courant. Ces structures
sont des extensions naturelles des algébroides de Lie, on commencera donc par donner la définition
de ces dernières.

Algébroides de Lie

Soit X une variété lisse. La notion d’algébroide de Lie étend naturellement celles de fibré
tangent et d’algèbre de Lie.

Définition B.0.1. Une algébroide de Lie (L, [·, ·], π) sur X est la donnée d’un fibré vectoriel
L → X , d’un morphisme de fibré π : L → TX appelée ancre et d’un crochet de Lie [·, ·] sur
l’espace des sections Γ(X,L) tels que :

i) L’ancre est un morphisme d’algèbres de Lie, c’est à dire :

∀(V,W ) ∈ Γ(X,L)2, [V,W ] = [π(V ), π(W )],

ii) Le crochet vérifie l’identité de Leibniz :

∀f ∈ C∞(X,R), ∀(V,W ) ∈ Γ(X,L)2, [V, fW ] = f [V,W ] + (π(V ) · f)W.

L’exemple le plus simple d’algébroide de Lie est le fibré tangent (TX, Identité, [·, ·]) avec le cro-
chet standard. On a également les exemples suivants :

i) Les algèbres de Lie peuvent être vues comme des algébroides de Lie au dessus d’une
variété réduite à un singleton, avec le crochet de Lie et l’ancre triviale.

ii) Tout feuilletage provient d’une distribution intégrableD ⊂ TX que l’on peut munir d’une
structure d’algébroide de Lie avec la restriction du crochet de champs de vecteur et pour
l’ancre l’inclusion D ↪→ TX .

iii) On définit maintenant l’algébroide d’Atiyah. Soit π : P → X un G-fibré principal. On a
une suite exacte de fibrés vectoriels :

0→ ad(P )→ TP/G→ TX → 0 (B.1)

où ad(P ) dénote le fibré adjoint de P et où les sections de TP/G correspondent aux
champs de vecteursG-invariants sur P . On peut munir TP/G d’une structure d’algébroide
de Lie avec le crochet sur les champs de vecteurs de P et l’ancre surjective dπ : TP/G→
TX .
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Algébroides de Courant

Le crochet de Courant est le crochet anti-symétrique défini sur Γ(X,TX∗ ⊕ TX) par :

[V + ξ,W + η] = [V,W ] + LV η − LW ξ −
1

2
d(ιV η − ιW ξ). (B.2)

Ce dernier a été introduit par Courant [16] comme extension naturelle du crochet des champs de
vecteurs aux sections de TX∗⊕ TX . Il permet de décrire de nombreuses structures géométriques
par des distributions D ⊂ TX∗ ⊕ TX involutives, c’est à dire stables par crochet. On liste ici
quelques exemples :

i) Une structure symplectique sur X est donnée par une 2-forme fermée et non-dégénérée ω.
La donnée de cette forme est équivalente à la donnée de

Dω := {V + ιV ω, V ∈ TX} ⊂ TX∗ ⊕ TX

et la condition dω = 0 correspond à [Dω, Dω] ⊂ Dω.

ii) Une distribution de rang constant D ⊂ TX est équivalente à une distribution

D ⊕D⊥ ⊂ TX∗ ⊕ TX

où D⊥ est l’annulateur de D. L’intégrabilité de cette distribution est équivalente au fait
que D ⊕D⊥ soit involutive.

iii) Si l’on considère l’extension du crochet à TX ⊗R C, l’intégrabilité d’une structure com-
plexe J est équivalente au fait que la distribution

TX0,1 ⊕ (TX0,1)⊥

soit involutive.

Les exemples ci-dessus sont tous isotropes par rapport à la forme bilinéaire naturelle définie sur
TX∗ ⊕ TX par :

∀ (V + ξ,W + η) ∈ TX∗ ⊕ TX, < V + ξ,W + η >=
η(V ) + ξ(W )

2
. (B.3)

Par ailleurs, une distribution isotrope involutive D ⊂ TX∗ ⊕ TX est munie d’une structure
d’algébroide de Lie par restriction du crochet de Courant [30]. Ceci motive l’introduction des
algébroides de Courant qui généralisent le triplet (TX∗ ⊕ TX, [·, ·], < ·, · >) :

Définition B.0.2. Une algébroide de Courant sur X est un quadruplet (E, 〈·, ·〉, [·, ·], π) où E
est un fibré vectoriel sur X , 〈·, ·〉 est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur E, [·, ·]
est un crochet sur les sections de E et π : E → TX est un morphisme de fibrés tel que pour
e, e′, e′′ ∈ Γ(X,E) et φ ∈ C∞(X,R) :

(C1) : [e, [e′, e′′]] = [[e, e′], e′′] + [e, [e′, e′′]],
(C2) : π([e, e′]) = [π(e), π(e′)],
(C3) : [e, φe′] = π(e)(φ)e′ + φ[e, e′],
(C4) : π(e)〈e′, e′′〉 = 〈[e, e′], e′′〉+ 〈e′, [e, e′′]〉,
(C5) : [e, e′] + [e′, e] = 2π∗d〈e, e′〉.

Les axiomes vérifiés par une algébroide de Courant sont vérifiés par (TX∗ ⊕ TX, [·, ·], < ·, · >).
On se restreint dans toute la suite aux algébroides de Courant transitives, pour lesquelles l’ancre
π : E → TX est surjective. Une telle algébroide (E, 〈·, ·〉, [·, ·], π) peut être vue comme une
extension d’une algébroide de Lie. En effet, soit

L := E/(kerπ)⊥.
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On peut montrer que le crochet de E se restreint à L et induit une structure d’algébroide de Lie
(L, [·, ·], π) ainsi qu’une suite exacte de fibrés :

0→ TX∗ → E → L→ 0. (B.4)

On a également la suite exacte :

0→ kerπ|L → L→ TX → 0 (B.5)

et la restriction de < ·, · > à kerπL induit une forme bilinéaire symétrique c. Réciproquement, si
(L, [·, ·], π) est une algébroide de Lie d’ancre surjective munie d’une forme bilinéaire symétrique
c sur kerπ, on peut définir sa première classe de Pontryagin p1(L, c). Bressler a démontré [8]
qu’une extension de L de la forme (B.4) par une algébroide de Courant existe si et seulement si la
classe p1(L, c) s’annule.

Algébroides exactes et extensions d’Atiyah

Les cas particuliers qui nous intéressent dans ce texte sont les suivants :
i) Algébroides exactes : une algébroide de Courant (E, 〈·, ·〉, [·, ·], π) est dite exacte si on a

la suite exacte suivante :
0→ TX∗ → E → TX → 0.

Dans ce cas elle est isomorphe à (TX∗ ⊕ TX, 〈·, ·〉, [·, ·]H , π) où 〈·, ·〉 est défini par (B.3)
et le crochet est une modification du crochet de Courant (B.2) :

[V + ξ,W + η]H = [V + ξ,W + η] + ιV,WH

pour une 3-forme fermée H ∈ Ω3(X,R). On peut démontrer que ces algébroides sont
classifiées par H3(X,R).

ii) Extensions des algébroides d’Atiyah : soit P → X un G-fibré principal, et supposons que
Lie(G) soit munie d’une forme bilinéaire symétrique Ad-invariante c. D’après Bressler,
l’existence d’une extension de l’algébroide d’Atiyah TP/G par une algébroide de Courant
(E, 〈·, ·〉, [·, ·], π) de la forme :

0→ TX∗ → E → TP/G→ 0 (B.6)

est équivalente à l’annulation de la première classe de Pontryagin

0 = p1(TP/G, c) ∈ H4(X,R).

Par la théorie de Chern-Weyl, la première classe de Pontryagin est représentée par

c(Fθ ∧ Fθ) ∈ Ω4(X,R)

où Fθ ∈ Ω2(X, adP ) est la courbure d’une connexion θ de P → X . La condition d’an-
nulation s’écrit alors

dH = c(Fθ ∧ Fθ) (B.7)

pour θ une connexion sur P et H ∈ Ω3(X,R). La donnée d’un tel couple (θ,H) permet
de décrire explicitement les extensions (B.6) et (B.5) ainsi que 〈·, ·〉 et [·, ·]. On remarque
enfin que l’équation (B.7) est l’équation d’anomalie du système de Strominger (2.1), si
l’on pose H = dcω. Toute solution du système de Strominger définit donc une algébroide
de Courant, extension d’une algébroide d’Atiyah.

On peut également définir des algébroides dans la catégorie holomorphe. C’est précisément les
extensions des algébroides d’Atiyah par des algébroides de Courant du type (B.6) dans la catégorie
holomorphe qui sont étudiées dans la Section 2.2.
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