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Résumé. Ces notes de cours sont issues d’un cours de L2 donné en 2021 à l’université
de Brest. Elles contiennent une introduction à la réduction des endomorphismes, et sont
largement inspirées de [MB].

Réduire un endomorphisme u, c’est déterminer une base B dans laquelle la représentation
matricielle rusB de u soit la plus simple possible afin de faciliter les calculs. Idéalement on
cherche une forme diagonale, telle que la matrice suivante :

D “

»

–

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

fi

fl

ou, le cas échéant, triangulaire supérieure, telle que la matrice :

C “

»

–

λ1 ˚ ˚

0 λ2 ˚

0 0 λ3

fi

fl .

La recherche d’une telle forme est motivée par les applications. Ainsi, il est beaucoup
plus simple de résoudre le système linéaire AX “ B si A est une matrice diagonale ou trian-
gulaire supérieure. Cependant une telle forme n’existe pas toujours, et on verra dans ce cours
(Chapitre II) des critères nécessaires et suffisant pour pouvoir diagonaliser (resp. trigonaliser)
un endomorphisme (ou de manière équivalente une matrice qui le représente). Les premiers
critères porteront sur des calculs effectifs de valeurs propres (les λ1, λ2, λ3 des matrices D et
C) et d’espaces propres associés. On introduira au passage la notion fondamentale de poly-
nôme caractéristique χu d’un endomorphisme u dont les racines sont les valeurs propres de
u (pour D ou C, le polynôme pT ´ λ1qpT ´ λ2qpT ´ λ3q).

Dans un second temps, motivés par le théorème de Cayley–Hamilton qui stipule que
χupuq “ 0, on étudiera de manière plus approfondie l’algèbre des polynômes en u (Chapitre
III). On verra en particulier qu’il existe un unique polynôme minimal qui divise tout polynôme
qui annule u, et dont la décomposition en facteurs premiers permet de conclure si u est
diagonalisable. On verra par ailleurs que ce polynôme minimal induit une décomposition en
somme directe de l’espace vectoriel ambiant en termes de sous-espaces caractéristiques via
le très utile lemme des noyaux. Ces notions seront utilisées dans le Chapitre IV pour réduire
de manière efficace les endomorphismes. On y présentera en particulier les formes de Jordan
et la décomposition de Dunford.

Enfin, on abordera dans un dernier Chapitre V les applications classiques de la réduction
des endomorphismes, telles que les calculs de puissance ou de l’exponentielle, la résolution
de systèmes différentiels linéaires ou encore l’étude de suites définies par une relation de
récurrence linéaire.

Les références données en fin de texte [LFA,MB,MM,RW2] permettront au lecteur
intéressé de trouver de nombreux exemples et exercices pour s’entrâıner à manipuler les
notions abordées. On recommandera aux plus enthousiastes qui souhaitent aller plus loin
dans le sujet la lecture du livre [MM] qui traite des invariants de similitude, des tableaux
de Young ou encore de la localisation des valeurs propres.
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Chapitre I

Rappels d’algèbre linéaire

Dans ce chapitre, on rappelle les notions d’algèbre linéaire qui seront utilisées dans ce
cours. Les preuves des résultats énoncés peuvent être trouvées dans [RW1], ou tout autre
livre d’algèbre de première année de licence ou de classe préparatoire.

1. Quelques structures algébriques usuelles

Nous allons rencontrer dans ce cours des espaces vectoriels sur des corps commutatifs,
des groupes de matrices inversibles, ainsi que des anneaux de polynômes ou d’applications
linéaires. Il convient de définir ces notions.

1.1. Lois de composition interne et externe. Soit E un ensemble. Une loi de com-
position interne sur E, notée ¨, `, ˚, ˆ ou ˝ selon les circonstances, est une application

E ˆ E Ñ E.

Étant donné un autre ensemble F , une loi de composition externe (à gauche) de F sur E est
une application

F ˆ E Ñ E.

Ces lois de composition permettent de définir entre autres les notions de groupes, anneaux,
corps et algèbres.

Exemple I.1.1. L’addition est une loi de composition interne sur N, sur Z, sur R, etc. La
multiplication est une loi de composition interne sur Z, sur R˚, etc.

1.2. Groupe. Un groupe est un couple pG, ˝q où G est un ensemble non vide muni d’une
loi de composition interne ˝ vérifiant les axiomes suivant :

(i) Associativité : pour tout triplet pa, b, cq P G3, on a

a ˝ pb ˝ cq “ pa ˝ bq ˝ c

(ii) Existence d’un élément neutre : il existe e P G tel que pour tout a P G,

e ˝ a “ a ˝ e “ a

(iii) Existence d’un inverse (ou symétrique) : pour tout a P G, il existe un inverse a´1

vérifiant

a ˝ a´1 “ a´1 ˝ a “ e.

Dans ce cas, l’élément neutre est unique et tout élément de G admet un unique inverse.
Si de plus pG, ˝q vérifie pour tout couple pa, bq P G

a ˝ b “ b ˝ a,

on dit que pG, ˝q est commutatif ou abélien.
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6 I. RAPPELS D’ALGÈBRE LINÉAIRE

Exemple I.1.2. L’ensemble Z des entiers relatifs, muni de l’addition, est un groupe com-
mutatif. L’élément neutre est 0 et l’inverse de n P Z est dans ce cas l’opposé ´n. On utilise
ici la notation additive. De même, pR,`q et pC,`q sont des groupes abéliens.

Contre-exemple I.1.3. L’ensemble N des entiers naturels muni de l’addition n’est pas
un groupe. Il manque les inverses de tous les entiers non nuls.

Exemple I.1.4. Les ensembles pR˚,ˆq et pC˚,ˆq sont des groupes abéliens, où ˆ désigne
la multiplication usuelle. Ici l’élément neutre est 1 et l’inverse de x est x´1. On utilise ici la
notation multiplicative.

Exemple I.1.5. L’ensemble des permutations d’un ensemble fini E, noté SpEq, est un
groupe pour la loi ˝ de composition des applications définies de la façon suivante pour σ1, σ2 P

SpEq :
σ1 ˝ σ2 : E Ñ E

x ÞÑ σ1pσ2pxqq.

Cet exemple est non commutatif dès que E est de cardinal supérieur à 3.

L’exemple important dans ce cours est le groupe des applications linéaires inversibles d’un
espace vectoriel de dimension finie V , noté GLpV q. On reviendra plus tard sur cet exemple.

1.3. Anneaux et corps. Un anneau (unitaire 1) est un triplet pA,`,ˆq où A est un
ensemble muni de deux lois de composition interne ` et ˆ qui vérifient les axiomes suivants :

(i) pA,`q est un groupe abélien,
(ii) ˆ admet un élément neutre,
(iii) ˆ est associative, i.e. pour tout px, y, zq P A,

xˆ py ˆ zq “ pxˆ yq ˆ z,

(iv) ˆ est distributive par rapport à ` : pour tout px, y, zq P A3,

xˆ py ` zq “ xˆ y ` xˆ z

et
py ` zq ˆ x “ y ˆ x` z ˆ x.

Si de plus pour tout px, yq P A2 on a

xˆ y “ y ˆ x,

on dira que pA,`,ˆq est un anneau commutatif. L’élément neutre de pA,`q sera appelé
l’élément nul, souvent noté 0, et le neutre de pA,ˆq sera appelé l’unité, souvent noté 1.

Exemple I.1.6. Le prototype d’anneau commutatif est l’ensemble des entiers relatifs Z
muni de son addition et de sa multiplication usuelles. Les ensembles des entiers rationnels Q,
des réels R ou des complexes C sont également des anneaux commutatifs.

Exemple I.1.7. On verra bientôt un autre exemple important : celui des matrices carrées
à coefficients réels (resp. complexes) MnpRq (resp. MnpCq). C’est un anneau, non commutatif
si n ě 2, pour l’addition et la multiplication des matrices.

Exemple I.1.8. L’ensemble RrXs (resp. CrXs) des polynômes à coefficients dans R (resp.
dans C) est un anneau pour l’addition et la multiplication des polynômes.

1. L’axiome piiq d’existence d’un élément neutre pour la loi ˆ n’est pas toujours requis dans la définition
d’anneau. Dans ce cours, tous les anneaux seront unitaires, et on inclura cet axiome dans la définition.
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Un corps commutatif est un triplet pK,`,ˆq où pK,`,ˆq est un anneau commutatif non
nul (i.e. non réduit à t0u) tel que tout élément non nul admette un inverse pour la loi ˆ. Ceci
implique en particulier que pKzt0u,ˆq est un groupe commutatif.

Exemple I.1.9. Les réels pR,`,ˆq et les complexes pC,`,ˆq forment des exemples de
corps commutatifs. Même si dans ce cours la plupart des exemples seront traités sur R ou C,
il faut garder à l’esprit qu’il existe de nombreux autres corps qui seront étudiés en licence (les
corps finis, le corps des rationnels, les corps de nombres, les corps de fractions).

Contre-exemple I.1.10. L’ensemble des entiers relatifs pZ,`,ˆq n’est pas un corps.

2. Espaces vectoriels

Soient n P N˚ un entier positif et K un corps commutatif (que l’on pourra supposer être
égal à R ou C lors d’une première lecture).

2.1. Définitions, exemples. La notion d’espace vectoriel a été introduite dans les an-
nées 1843–1845 indépendamment par Cayley et Grassmann. Elle a permis de généraliser des
formules algébriques obtenues dans le plan et l’espace et de systématiser l’utilisation des
transformations linéaires déjà utilisées à l’époque comme changements de coordonnées.

Définition I.2.1. Un K-espace vectoriel (ou espace vectoriel sur K) est un triplet pE,`, ¨q
où E est un ensemble muni d’une loi de composition interne ` et d’une loi de composition
externe (à gauche) ¨ vérifiant les axiomes suivants (pour λ P K et x P E, on notera λ ¨ x par
λx pour alléger le texte) :

(i) pE,`q est un groupe abélien,

(ii) La loi externe est distributive par rapport à la loi interne de E : pour λ P K, px, yq P E2,

λpx` yq “ λx` λy,

(iii) La loi externe est distributive par rapport à la loi interne de K : pour pλ, µq P K2,
x P E,

pλ` µqx “ λx` µx,

(iv) Si 1K désigne le neutre de pKzt0u,ˆq, on a pour tout x P E,

1K ¨ x “ x,

(v) Enfin, pour tout pλ, µq P K2 et tout x P E,

λpµxq “ pλµqx.

Les éléments de K sont appelés scalaires et les éléments de E des vecteurs.

De ces axiomes on peut déduire les conséquences suivantes :

Lemme I.2.2. Pour tout x P E et tout λ P K :

(1) Si 0K désigne le neutre de pK,`q,
0K ¨ x “ 0E ,

(2) On a
p´1Kq ¨ x “ ´x,

(3) Si λx “ 0E, alors λ “ 0K ou x “ 0E.
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Les premiers exemples d’espaces vectoriels sur R sont le plan R2 et l’espace R3.

Exemple I.2.3. L’ensemble Kn des n-uplets d’éléments de K est un K-espace vectoriel,
où les lois sont données, pour λ P K, x “ px1, . . . , xnq P Kn et y “ py1, . . . , ynq P Kn par

λx “ pλx1, . . . , λxnq,

x` y “ px1 ` y1, . . . , xn ` ynq,

et l’élément neutre de Kn est

0Kn “ p0, . . . , 0q.

Un autre exemple important dans ce cours est celui des polynômes à une indéterminée
sur K :

Exemple I.2.4. L’ensemble KrXs est un espace vectoriel sur K muni des lois ` et ¨

définies, pour λ P K, ppXq “
d
ÿ

i“0

aiX
i et qpXq “

d1
ÿ

i“0

biX
i par

λ ¨ p “
d
ÿ

i“0

λaiX
i

et

ppXq ` qpXq “

maxpd,d1q
ÿ

i“0

pai ` biqX
i,

où l’on a posé ai “ 0 si i ą d et bi “ 0 si i ą d1. Enfin, l’élément neutre de KrXs est le
polynôme nul.

Dans la suite de ce chapitre, E désigne un K-espace vectoriel.

Définition I.2.5. Un sous-ensemble non-vide F Ă E est un sous-espace vectoriel de E si
F est stable par les lois de composition interne et externe de E, et si, muni de la restriction
de ces lois, F est lui-même un espace-vectoriel sur K.

Proposition I.2.6. F Ă E est un sous-espace vectoriel de E si :

(i) F ‰ ∅
(ii) @λ P K, @px, yq P F 2, λx` y P F .

Exemples I.2.7. Toute droite qui passe par l’origine du plan R2 (resp. de l’espace R3) est
un sous-espace vectoriel de R2 (resp. de l’espace R3). Tout plan contenant l’origine dans R3

est un sous-espace vectoriel de R3. En revanche, une droite affine qui ne contient pas l’origine
n’est pas un sous-espace vectoriel du plan.

L’espace R2rXs des polynômes de degré inférieur ou égal à 2 est un sous-espace vectoriel
de RrXs. L’espace des polynômes à coefficients réels de degré égal à 1 n’est pas un sous-espace
vectoriel de RrXs.

Une partie P de E n’est pas forcément un sous-espace vectoriel. Cependant, on peut
construire un sous-espace vectoriel à partir de P on considérant le plus petit sous-espace
vectoriel de E contenant P :
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Définition I.2.8. Soit P une partie de E. L’espace vectoriel engendré par P, noté Vect pPq
ou ă P ą est l’ensemble des combinaisons linéaires finies d’éléments de P, i.e. :

Vect pPq :“

#

m
ÿ

i“1

λivi,m P N, λi P K, vi P P

+

.

C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant P. On notera, pour v P Ezt0u,

Kv “ Vect tvu “ tλv, λ P Ku.

Exemple I.2.9. Dans R3, si P “ tp1, 0, 0q, p1, 0,´2qu, on a

VectP “ tλp1, 0, 0q ` µp1, 0,´2q, pλ, µq P R2u

“ tpλ` µ, 0,´2µq, pλ, µq P R2u,
“ tpλ1, 0, µ1q, pλ1, µ1q P R2u,
“ tpx, y, zq P R3, y “ 0u.

Une autre construction classique est celle de somme d’espaces vectoriels :

Définition I.2.10. Soient F1, . . . , Fr des sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme
des sous-espaces F1, . . . , Fr, notée F1`F2`. . .`Fr, l’espace vectoriel engendré par F1Y. . .YFr.
Autrement dit,

F1 ` . . .` Fr “ tx1 ` . . .` xr, xi P Fi, 1 ď i ď ru .

Exemple I.2.11. Dans R3, on considère les sous-espaces F1 “ Vect tp1, 0, 0q, p1, 1, 0qu et
F2 “ Vect tp0, 1, 1q, p0, 0, 1qu. On peut vérifier que F1 ` F2 “ R3. Soit x “ p1, 1, 1q P R3. On
peut remarquer que x s’écrit x “ x1 ` x2 avec x1 “ p1, 0, 0q P F1 et x2 “ p0, 1, 1q P F2, mais
aussi x “ x11 ` x12, avec x11 “ p1, 1, 0q P F1 et x12 “ p0, 0, 1q P F2. L’écriture d’un vecteur x
comme somme de vecteurs de F1 et F2 n’est donc pas unique.

Comme le suggère l’exemple précédent, l’écriture x “ x1 ` . . .` xr avec xi P Fi n’est pas
unique dans la somme des Fi. On distingue les sommes d’espaces où c’est le cas :

Définition I.2.12. Soient F1, . . . , Fr des sous-espaces vectoriels de E. On dit qu’ils sont
en somme directe si pour tout pxiq1ďiďr P F1 ˆ . . .ˆ Fr, la condition

x1 ` . . .` xr “ 0

implique

@i P rr1, rss, xi “ 0.

On note alors la somme

F1 ` . . .` Fr “ F1 ‘ . . .‘ Fr.

De manière équivalente, tout élément x de F1 ‘ . . . ‘ Fr s’écrit de manière unique comme
somme x “ x1 ` . . .` xr, xi P Fi, 1 ď i ď r.

Lemme I.2.13. Des sous-espaces vectoriels F1, . . . , Fr de E sont en somme directe si et
seulement si pour tout i P rr1, rss,

Fi X pF1 ` . . .` Fi´1 ` Fi`1 ` . . .` Frq “ t0u.

Décomposer l’espace E en somme directe E “ F1 ‘ . . . ‘ Fr de sous-espaces Fi permet
souvent de simplifier son étude, par restriction aux sous-espaces Fi. Deux cas sont souvent
rencontrés. Le premier, quand E est somme directe de deux sous-espaces :
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Définition I.2.14. Soit F un sous-espace vectoriel de E. On appelle supplémentaire de
F dans E tout sous-espace vectoriel G Ă E vérifiant

E “ F ‘G.

Proposition I.2.15. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors F admet un supplémen-
taire dans E.

Remarque I.2.16. En général, un sous-espace vectoriel admet de nombreux supplémen-
taires, on n’a pas unicité.

Exemples I.2.17. Dans R2, Vect tp1, 0qu admet pour supplémentaire Vect tpλ, 1qu, quelque
soit λ.

Exercice I.2.18. Déterminer un supplémentaire de Vect tp1, 0, 1q, p1, 1, 0qu dans R3 et un
supplémentaire de R2rXs dans RrXs.

Le second cas de décomposition suggère le concept de base, quand E est somme directe
de sous-espaces les plus simples possibles, du type Vect tviu, pour vi P E.

2.2. Bases. La notion de base d’un espace vectoriel permet de se ramener à des calculs
en coordonnées.

Définition I.2.19. Une famille F “ tvi, i P Iu de vecteurs de E est dite libre si pour tout
J Ă I fini et tout pλjqjPJ P KJ , la condition

ÿ

jPJ

λjvj “ 0,

implique
@j P J, λj “ 0.

Autrement dit, une famille de vecteurs est libre s’il n’existe pas de combinaison linéaires
nulles de ces vecteurs qui ne soit pas triviale. Une famille non libre est dite liée.

Exemple I.2.20. La famille tp1, 0q, p1,´1qu de R2 est libre. En revanche, la famille
tp1,´1q, p´2, 2qu est liée.

Remarque I.2.21. Les faits suivants sont immédiats :

(1) Une famille de vecteurs tv1, . . . , vru est liée s’il existe λ1, . . . , λr non tous nuls tels que
λ1v1 ` . . .` λrvr “ 0.

(2) Si tvi, i P Iu est libre, alors pour tout i ‰ j, vi ‰ vj .

(3) ∅ est libre mais t0u ne l’est pas.

(4) Toute sous-famille d’une famille libre est libre.

(5) Si v ‰ 0, tvu est libre.

(6) Une famille tv1, . . . , vru est libre si et seulement si Kv1` . . .`Kvr “ Kv1‘ . . .‘Kvr.

Définition I.2.22. Une famille F “ tvi, i P Iu de vecteurs de E est dite génératrice de E
si

Vect pFq “ E.

Autrement dit, une famille F est génératrice si tout vecteur de E peut s’écrire comme
combinaison linéaire finie d’éléments de F.



2. ESPACES VECTORIELS 11

Exemples I.2.23. La famille tp0, 1q, p1,´1qu est génératrice de R2, tandis que la famille
t1, X,X2, X3, . . .u est génératrice dans RrXs.

Remarque I.2.24. Le lecteur pourra se convaincre des faits suivants :

(1) Si F est génératrice de E, alors toute famille F1 contenant F est génératrice de E. La
réciproque est fausse.

(2) Si pour i P rr1, rss, Gi est une famille génératrice d’un sous espace vectoriel Fi de E,

alors
r
ď

i“1

Gi est une famille génératrice de F1 ` . . .` Fr.

(3) Une famille tv1, . . . , vru est génératrice si et seulement si E “ Kv1 ` . . .`Kvr.
(4) Une famille génératrice n’est pas forcément libre. Une famille libre n’est pas nécessai-

rement génératrice.

Définition I.2.25. Une famille B de vecteurs de E est une base si elle est libre et géné-
ratrice.

Exemples I.2.26. La base canonique de Kn est donnée par la famille te1, . . . , enu où pour
tout i, ei “ p0, 0, . . . , 1, 0, . . . , q où toutes les coordonnées de ei sont nulles, sauf un 1 en i-ème
position.

La famille t1, X,X2, X3, . . .u est une base de KrXs.

Une base B permet d’écrire tout vecteur de E de manière unique comme combinaison
linéaire d’éléments de B.

Proposition I.2.27. Soit B :“ te1, . . . , enu une base de E. Alors pour tout x P E il existe
un unique n-uplet pλiq P Kn tel que

x “
n
ÿ

i“1

λiei.

Réciproquement, si
E “ Ke1 ‘ . . .‘Ker,

alors B “ te1, . . . , enu est une base de E.

Les scalaires pλiq P Kn dans la proposition précédente sont les coordonnées du vecteur x
dans la base B. On peut alors se ramener à des calculs en coordonnées dans Kn, sous réserve
d’avoir une base à disposition.

Théorème I.2.28. Tout K-espace vectoriel admet une base.

Le théorème suivant est appelé “théorème de la base incomplète”, et donne un algorithme
pour trouver une base à partir d’une famille génératrice.

Théorème I.2.29. Soient G une famille génératrice finie et L une famille libre de E, avec
L Ă G. Alors il existe une base B de E avec L Ă B Ă G.

Notons qu’une base n’est pas forcément de cardinal fini.

Définition I.2.30. On dit qu’un espace vectoriel est de dimension finie s’il possède une
famille génératrice finie.

Dans le cas contraire, l’espace vectoriel est de dimension infinie. Ceci est équivalent à
l’existence d’une famille libre infinie.
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Théorème I.2.31. Dans un espace vectoriel E de dimension finie, toutes les bases ont
même cardinal. On appelle dimension de E ce cardinal, noté dimKpEq ou simplement dimpEq
si le corps des scalaires est sous-entendu.

Exemples I.2.32. L’espace Kn est de dimension n, l’espace KnrXs de dimension n` 1 et
l’espace KrXs est de dimension infinie.

Le Théorème I.2.31 repose sur un résultat intermédiaire qui stipule que dans un espace
vectoriel de dimension finie, le cardinal d’une famille libre est toujours inférieur au cardinal
d’une famille génératrice.

Corollaire I.2.33. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Alors, pour F

une famille de vecteurs de E :

(1) F est une base de E si et seulement si F est libre et de cardinal n,

(2) F est une base de E si et seulement si F est génératrice et de cardinal n,

(3) Si F est génératrice, 7F ě n,

(4) Si F est libre, 7F ď n.

On a aussi :

Corollaire I.2.34. Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie n, alors tout sous-
espace vectoriel F de E est de dimension finie avec dimpF q ď n. De plus, si F est une base
de F , il existe une base de E contenant F.

Remarque I.2.35. Dans les cas extrêmes, pour F un sous-espace vectoriel d’un espace
vectoriel E de dimension finie :

(1) dimpF q “ 0 si et seulement si F “ t0u,

(2) dimpF q “ dimpEq si et seulement si F “ E.

On obtient aussi une caractérisation des sommes directes en termes de dimension :

Proposition I.2.36. Soient F1, . . . , Fr des sous espaces vectoriels de dimension finie de
E. Alors

dimpF1 ` . . .` Frq ď dimpF1q ` . . .` dimpFrq

avec égalité si et seulement si les Fi sont en somme directe. Dans ce cas, si Bi est une base

de Fi pour tout i P rr1, rss,
r
ď

i“1

Bi est une base de F1 ‘ . . .‘ Fr.

Exercice I.2.37. Dans C3, on considère l’espace F “ tpx, y, zq, x` y ` z “ 0u.

(1) Déterminer une base de F .

(2) En déduire la dimension de F .

(3) Soit v P C3. Quelles sont les valeurs possible pour la dimension de Vect tvu ` F ?

(4) L’espace Vect tp1, j, j2qu est-il un supplémentaire de F dans C3 (on rappelle que j “

e
2iπ
3 ) ?

(5) Même question pour Vect tpei
π
4 , 0, e´i

π
4 qu.
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3. Applications linéaires, matrices

Les applications linéaires, et leurs représentations matricielles, forment l’objet d’étude de
ce cours. Elles apparaissent d’abord historiquement en algèbre dans la résolution d’équations
linéaires et en géométrie comme des changement de coordonnées que l’on utilise pour étudier
les courbes ou les surfaces du plan et de l’espace. On les retrouve également en analyse comme
approximations au premier ordre des fonctions différentiables (dérivées, ou différentielles en
dimension supérieure), en théorie des probabilités (châınes de Markov), en statistiques (mé-
thodes de régression linéaire), etc.

3.1. Matrices. On commence par rappeler la notion de matrice. Soient m et n deux
entiers non nuls. Une matrice de taille pm,nq à coefficients dans K est la donnée de n colonnes
de taille m et dont les entrées sont dans K, représentée de la façon suivante :

»

—

—

—

—

—

—

–

a11 . . . a1j . . . a1n

a21
... a2n

... aij
...

...
...

...
am1 . . . amj . . . amn

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

où tous les coefficients aij de la matrice sont dans K. L’indice ij de aij signifie que aij est placé
sur la i-ème ligne et la j-ème colonne de la matrice. On notera également une telle matrice
par

raijs1ďiďm,1ďjďn.

Exemples I.3.1. Les matrices suivantes sont des matrices de taille respectivement p2, 2q,
p2, 3q et p3, 1q à coefficients réels :

„

1 2
π 0



,

„

0 0 0
1 ´1 0



,

»

–

8
3
12

fi

fl .

On dénote Mm,npKq l’ensemble de toutes les matrices de taille pm,nq à coefficients dans K.
Les éléments de Mm,1pKq sont les vecteurs colonnes de tailles m et ceux de M1,n les vecteurs
lignes de tailles n. Si n “ m, on parle de matrice carrée de taille n, et l’ensemble de ces
matrices est noté MnpKq.

On peut multiplier par un élément λ P K une matrice A “ raijs1ďiďm,1ďjďn P Mm,npKq
de la façon suivante :

λ ¨A “ rλaijs1ďiďm,1ďjďn “

»

—

—

—

—

—

—

–

λa11 . . . λa1j . . . λa1n

λa21
... λa2n

... λaij
...

...
...

...
λam1 . . . λamj . . . λamn

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.
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On peut également définir une addition sur les matrices. Pour A “ raijs1ďiďm,1ďjďn et B “
rbijs1ďiďm,1ďjďn deux éléments de Mm,npKq, on pose

A`B :“ raij ` bijs1ďiďm,1ďjďn “

»

—

—

—

—

—

—

–

a11 ` b11 . . . a1j ` b1j . . . a1n ` b1n

a21 ` b21
... a2n ` b2n

... aij ` bij
...

...
...

...
am1 ` bm1 . . . amj ` bmj . . . amn ` bmn

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Enfin, si p P N˚ est un troisième entier naturels non nul, pour A “ raijs1ďiďm,1ďjďn P Mm,npKq
et B “ rbjks1ďjďn,1ďkďp P Mn,ppKq, on peut définir la matrice produit C “ AB P Mm,ppKq,

C “ rciks1ďiďm,1ďkďp

par la formule

@i, k P rr1,mss ˆ rr1, pss, cik :“
n
ÿ

j“1

aijbjk.

Exemple I.3.2. Vérifier que l’on a
„

1 2
3 0

 „

0 1 0
1 ´1 5



“

„

2 ´1 10
0 3 0



Proposition I.3.3. L’ensemble pMm,npKq,`, ¨q est un K-espace vectoriel de dimension
mn.

Une base de cet espace est donnée par les matrices Eij “ rekls1ďkďm,1ďlďn P Mm,npKq dont
les entrées ekl sont toutes nulles, sauf eij “ 1, i.e. ekl “ δkiδlj (on rappelle que δij désigne le
symbole de Kronecker 2).

Par ailleurs, comme le produit de deux matrices carrées de taille n est encore une matrice
carrée de taille n, on peut composer les produits, et on obtient :

Proposition I.3.4. L’ensemble pMnpKq,`,ˆq est un anneau unitaire, non commutatif
si n ě 2.

Dans la proposition, ˆ désigne le produit matriciel. L’unité pour la somme est la matrice
nulle (dont toutes les entrées sont nulles), et l’unité pour le produit est la matrice identité,
notée Idn et donnée par la matrice carrée de taille n qui possède des zéros partout en dehors
de la diagonale, et des 1 sur la diagonale :

Idn :“

»

—

—

—

–

1 0 . . . 0

0 1 0
...

... 0 1 0
0 . . . 0 1

fi

ffi

ffi

ffi

fl

.

En fait, on peut vérifier que le produit interne ˆ est bi-linéaire par rapport à la structure
d’espace vectoriel sur MnpKq, c’est à dire que pour tout couple de scalaires pλ, µq P K2 et tout
triplet pA,B,Cq P MnpKq on a

Aˆ pλB ` µCq “ λpAˆBq ` µpAˆ Cq

2. δij “ 0 is i ‰ j et 1 si i “ j.
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et
pλB ` µCq ˆA “ λpB ˆAq ` µpC ˆAq.

Cette propriété supplémentaire implique :

Proposition I.3.5. L’ensemble pMnpKq,`, ¨,ˆq est une algèbre 3 sur K.

Le calcul matriciel se généralise aisément aux “matrices par blocs”. Soient A P Mm,npKq
et B P Mn,ppKq. Si l’on décompose les entiers m,n et p en sommes m “ m1 ` . . . ` ms,
n “ n1 ` . . . ` nt et p “ p1 ` . . . ` pu, où les mi, nj et pk sont des entiers non nuls, on peut
décomposer les matrices A et B par blocs :

A “

»

—

—

—

—

—

—

–

A11 . . . A1j . . . A1t

A21
... A2t

... Aij
...

...
...

...
As1 . . . Asj . . . Ast

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

et

B “

»

—

—

—

—

—

—

–

B11 . . . B1j . . . B1u

B21
... B2u

... Bij
...

...
...

...
Bt1 . . . Btj . . . Btu

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

où les entrées sont cette fois-ci elles mêmes des matrices Akl P Mmk,nlpKq et Blq P Mnl,pqpKq.
Les produits AklBlq sont bien définis et appartiennent à l’espace Mmk,pqpKq. On obtient alors
le produit par blocs C “ AB P Mm,ppKq :

C “

»

—

—

—

—

—

—

–

C11 . . . C1j . . . C1u

C21
... C2u

... Cij
...

...
...

...
Cs1 . . . Csj . . . Csu

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

où Cij P Mmi,pj pKq est donnée par la formule :

Cij “
t
ÿ

l“1

AilBlj .

Exercice I.3.6. (1) Si X et Y sont diagonales par blocs,

X “

„

A B
C D



et

Y “

„

E F
G H



,

3. Une K-algèbre pA,`, ¨,ˆq est un K-espace vectoriel pA,`, ¨q muni d’une loi de composition interne ˆ
qui est bilinéaire par rapport à p`, ¨q.
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que doivent vérifier les tailles des différentes matrices A,B,C,D,E, F,G et H pour
que le calcul par bloc de XY et Y X ait un sens ?

(2) Dans ce cas, montrer que Z “ XY vérifie

Z “

„

AE `BG AF `BH
CE `DG CF `DH



.

(3) Calculer le produit de matrices diagonales par blocs.

(4) Montrer que si X et Y sont triangulaires supérieures par blocs, i.e. :

X “

„

A B
0 C



et

Y “

„

D E
0 F



,

de tailles convenables, alors leur produit est triangulaire supérieur par bloc, plus pré-
cisément :

XY “

„

AD AE `BF
0 CF



.

Les matrices apparaissent naturellement dans ce cours pour les raisons suivantes : les
vecteurs sont représentés par des matrices colonnes, les changements de bases se traduisent
par des matrices de passage, et les applications linéaires d’un espace vectoriel sont représentées
par des matrices carrées.

3.2. Matrices de changement de base. Dans toute la suite, E est un K-espace vec-
toriel de dimension finie n et de base B “ te1, . . . , enu. Tout vecteur x P E s’écrit de manière
unique

x “
n
ÿ

i“1

xiei,

où les xi P K sont les coordonnées de x dans la base B. On va représenter chaque vecteur x
par le vecteur colonne X de ses coordonnées :

rxsB :“ X “

»

—

—

—

–

x1

x2
...
xn

fi

ffi

ffi

ffi

fl

,

et on note l’espace de tous les vecteurs colonnes ainsi obtenus par

Mn,1pKq :“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

»

—

—

—

–

x1

x2
...
xn

fi

ffi

ffi

ffi

fl

, px1, . . . , xnq P Kn

,

/

/

/

.

/

/

/

-

.

Bien entendu, le vecteur colonne obtenu pour représenter x dépend du choix de la base. On
va introduire les matrices pour étudier l’effet d’un changement de base sur les coordonnées.
Soit B1 “ te11, . . . , e

1
nu une autre base de E. Alors on a

x “
n
ÿ

i“1

x1ie
1
i,
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et on obtient le vecteur colonne

X 1 :“ rxsB1 “

»

—

—

—

–

x11
x12
...
x1n

fi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Par ailleurs, comme B est une base de E, pour chaque i P rr1, nss, il existe un unique n-uplet
pp1i, . . . , pniq de coordonnées de e1i dans B telles que

e1i “
n
ÿ

k“1

pkiek.

On en déduit

x “

n
ÿ

i“1

x1ie
1
i

“

n
ÿ

i“1

x1ip
n
ÿ

k“1

pkiekq

“

n
ÿ

k“1

p

n
ÿ

i“1

x1ipkiqek

et donc, par unicité de l’écriture dans B :

(1) @k P rr1, nss, xk “
n
ÿ

i“1

pkix
1
i.

On introduit alors la matrice de passage de B à B1, notée PB1

B (parfois PBÑB1) :

P “ PB1

B :“ rpkjs1ďk,jďn “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

p11
... p1i

... p1n

p21
... p2i

... p2n
...

...
...

...
...

pk1
... pki

... pkn
...

...
...

...
...

pn1
... pni

... pnn

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Cette matrice a pour entrée pki en k-eme ligne et i-eme colonne. Elle est donc constituée par
les n vecteurs colonnes donnés par l’écriture des vecteurs e11, . . . , e

1
n dans la base B. C’est un

élément de l’espace des matrices carrées de taille n :

MnpKq “ traijs1ďi,jďn, aij P K, 1 ď i, j ď nu .

En termes de calculs matriciels, l’équation (1) devient simplement :

X “ PB1

B X 1.

Soit maintenant P 1 :“ PB
B1 “ rp

1
kjs1ď,k,jďn donnée par les relations

ei “
n
ÿ

k“1

p1kie
1
k.
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On obtient alors, pour i P rr1, nss :

ei “

n
ÿ

k“1

p1kie
1
k

“

n
ÿ

k“1

p1kip
n
ÿ

j“1

pjkejq

“

n
ÿ

j“1

p

n
ÿ

k“1

p1kipjkqej

et encore une fois par unicité de la décomposition dans la base B on obtient :

@i, j P rr1, nss,
n
ÿ

k“1

pjkp
1
ki “ δij .

Cette relation, en termes matriciels, s’écrit

PP 1 “ PB1

B PB
B1 “ Idn.

De même, on vérifie que P 1P “ Idn. Autrement dit, la matrice de passage de B à B1 est
l’inverse de la matrice de passage de B1 à B.

3.3. Applications linéaires. Dans cette section, E et F désignent deux espaces vecto-
riels sur K.

Définition I.3.7. Une application f : E Ñ F est une application linéaire si pour tout
couple de scalaires pλ, µq P K2 et tout couple de vecteurs px, yq P E2, on a

fpλx` µyq “ λfpxq ` µfpyq.

On note LKpE,F q, ou simplement LpE,F q l’espace de toutes les applications K-linéaires de E
vers F . Si E “ F , on note LpEq “ LpE,Eq (ou encore EndKpEq, ou EndpEq) et ses éléments
sont appelés les endomorphismes de E.

Exemples I.3.8. L’application suivante est linéaire :

φ : R3 Ñ R2

px, y, zq ÞÑ px` y ` z, x´ 2zq

En revanche, l’application

ψ : R3 Ñ R2

px, y, zq ÞÑ px2 ` y, x´ 2z3q

ne l’est pas, à cause des quantités quadratique x2 et cubique z3.
L’application dérivée est linéaire :

D : RrXs Ñ RrXs
ppXq ÞÑ p1pXq.

Soient λ P K et pf, gq P LpE,F q2. On peut multiplier par un scalaire une application
linéaire en posant pour tout x P E :

pλ ¨ fqpxq :“ λ ¨ pfpxqq

et on peut additionner deux applications linéaires en posant pour tout x P E :

pf ` gqpxq :“ fpxq ` gpxq.
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Proposition I.3.9. L’espace pLKpE,F q,`, ¨q est un K-espace vectoriel. De plus, si E est
de dimension finie n et F de dimension finie m, alors LpE,F q est de dimension finie mn.

Si G est un troisième espace vectoriel sur K, on peut composer les éléments f P LpE,F q
par les éléments g P LpF,Gq pour obtenir g ˝ f P LpE,Gq, en posant pour tout x P E :

g ˝ fpxq “ gpfpxqq.

En particulier, si E “ F “ G, on peut itérer cette opération et définir, pour f P LpEq,

fk :“ f ˝ f ˝ . . . ˝ f

où f apparâıt k-fois ( f1 “ f , f2 “ f ˝ f , etc). On pose par convention f0 “ IdE , où IdE est
le morphisme identité donné par :

@x P E, IdEpxq “ x.

Proposition I.3.10. L’espace pLpEq,`, ¨, ˝q est une K-algèbre, non-commutative en gé-
néral.

Soit f P LpE,F q.

Définition I.3.11. Le noyau de f , noté kerpfq, est l’image réciproque de 0F par f , soit

kerpfq “ tx P E, fpxq “ 0u.

L’image de f , notée Impfq, est l’image directe de E par f , soit

Impfq “ fpEq “ tfpxq, x P Eu Ă F.

Les ensembles kerpfq et Impfq sont des sous-espaces vectoriels de E et F respectivement.

Proposition I.3.12. L’application linéaire f est injective si et seulement si kerpfq “
t0Eu. Elle est surjective si et seulement si Impfq “ F .

Exercice I.3.13. L’application φ de l’Exemple I.3.8 est-elle injective ? Surjective ?

Définition I.3.14. L’application linéaire f est un isomorphisme si elle est injective et
surjective (i.e. f est linéaire et bijective). On note GLKpEq (ou simplement GLpEq) l’ensemble
des isomorphismes de E vers E. C’est un groupe pour la composition.

On suppose désormais que E est de dimension finie n. L’image de f est alors nécessaire-
ment de dimension finie inférieure à n.

Définition I.3.15. On définit le rang de f comme étant la dimension de son image.

On a alors le théorème du rang :

Théorème I.3.16. On a l’égalité suivante :

dimpEq “ dimpkerpfqq ` rangpfq.

Corollaire I.3.17. Soit f P LpE,F q. On suppose que dimpEq “ dimpF q ă `8. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est injective,
(ii) f est surjective,
(iii) f est un isomorphisme,
(iv) Il existe une base B de E telle que fpBq soit une base de F ,
(v) Pour toute famille B de E, B est une base si et seulement si fpBq est une base de F .
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On va maintenant faire le lien avec les matrices. On fixe BE “ te1, . . . , enu une base de
E.

Lemme I.3.18. Les applications

E Ñ Kn

x “
n
ÿ

i“1

xiei ÞÑ px1, . . . , xnq

et
E Ñ Mn,1pKq

x “
n
ÿ

i“1

xiei ÞÑ

»

—

—

—

–

x1

x2
...
xn

fi

ffi

ffi

ffi

fl

sont des isomorphismes de K-espaces vectoriels.

On pourra donc identifier E à l’ensemble des vecteurs colonnes de taille n pour faire
des calculs en coordonnées, une fois une base BE choisie. Nous allons traduire la notion
d’application linéaire en termes matricielles. Soient u P LpE,F q et BF “ tf1, . . . , fmu une
base de F (on a donc supposé ici dimpF q “ m ă `8). On va pouvoir déterminer entièrement
u à l’aide d’une matrice A P Mm,npKq, appelée “matrice de u dans les bases BE et BF , et

notée A “ rusBFBE (ou rusBE ,BF , et simplement rusBE si E “ F ). Pour cela, on décompose
l’image par u de chaque vecteur de la base BE dans la base BF :

@j P rr1, nss, D! paijq P Km, upejq “
m
ÿ

i“1

aijfi.

On pose alors

rusBE ,BF :“ A “ raijs1ďiďm,1ďjďn P Mm,npKq.
Ceci est motivé par les calculs suivants. Soit x P E, de coordonnées px1, . . . , xnq dans la base
BE . On représente alors x par

X “ rxsBE “

»

—

—

—

–

x1

x2
...
xn

fi

ffi

ffi

ffi

fl

et l’on calcule son image par u :

upxq “ up
n
ÿ

j“1

xjejq

“

n
ÿ

j“1

xjupejq

“

n
ÿ

j“1

xjp
m
ÿ

i“1

aijfiq

“

m
ÿ

i“1

p

n
ÿ

j“1

aijxjqfi.
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Par unicité de la décomposition de y :“ upxq dans la base BF , on obtient les coordonnées
py1, . . . , ymq de y dans cette base :

@i P rr1,mss, yi “
n
ÿ

j“1

aijxj .

Si on pose

Y “ rysBF “

»

—

—

—

–

y1

y2
...
ym

fi

ffi

ffi

ffi

fl

le vecteur de Mm,1pKq qui représente y dans BF , on a obtenu

Y “ AX

autrement dit

(2) rupxqsBF “ rusBE ,BF rxsBE .

On voit que, modulo le choix de bases, le calcul des images de u se fait via des calculs
matriciels. Dans ce dictionnaire matriciel, la composition des applications linéaires (resp. la
somme) correspond au produit des matrices (resp. à la somme des matrices).

Théorème I.3.19. Soient E, F et G trois espaces vectoriels de dimensions finies respec-
tives m,n et p, et de bases respectives BE, BF et BG.

(1) L’application
LKpE,F q Ñ Mm,npKq

u ÞÑ rusBFBE
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

(2) Pour tout u P LpE,F q, v P LpF,Gq, on a

rv ˝ usBGBE “ rvs
BG
BF
rusBFBE .

Dans le cas où F “ E, on peut toujours composer les applications linéaires, et on obtient :

Théorème I.3.20. L’application suivante est un isomorphisme d’algèbres 4 :

LKpEq Ñ MnpKq
u ÞÑ rusBE .

Exercice I.3.21. Donner les matrices associées aux applications et bases suivantes :

(1) Dans la base canonique, u : R3 Ñ R3 donnée par upx, y, zq “ px` y ` z, x, y ` 9zq.

(2) Dans la base canonique, v : CnrXs Ñ Cn´1rXs donnée par vpP q “ P 1.

(3) Dans la base canonique, avec

A “

„

1 2
0 1



,

pour w : M2,3pRq Ñ M2,3pRq donnée par wpMq “ AM .

4. C’est à la fois un isomorphisme d’espaces vectoriels et un isomorphisme d’anneaux, i.e. il respecte la
structure multiplicative.
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(4) Soit u P LpE,F q. Quel est l’effet sur rusBFBE d’un changement de base

te1, . . . , ei, . . . ej , . . . , enu ÝÑ te1, . . . , ej , . . . ei, . . . , enu?

Même question si on permute deux éléments de la base de F ?

Exercice I.3.22. Étant donné un espace vectoriel E, on appelle dual de E, noté E_ (ou
E˚), l’espace

E_ “ LpE,Kq.
(1) Montrer que E est de dimension finie si et seulement si E_ est de dimension finie.

Montrer que dans ce cas, dimpEq “ dimpE_q. (Indication : on pourra considérer
E Ñ pE_q_ défini par x ÞÑ puÑ upxqq)

(2) Si BE “ te1, . . . , enu est une base de E, montrer que l’on définit une base de E_ par
B˚E :“ te˚1 , . . . , e

˚
nu donnée par e˚i pxq “ xi où xi est la i-eme coordonnée de x dans BE .

C’est la base duale de BE .

(3) Si u P LpE,F q, on définit u˚ : F_ Ñ E_ par u˚pf˚q “ f˚ ˝ u. Montrer que u˚ P
LpF_, E_q.

(4) Soient u P LpE,F q, BE une base de E et BF une base de F . Déterminer ru˚s
B˚E
B˚F

en

fonction de rusBFBE .

On va maintenant donner les “formules de changement de bases” qui explicitent la dé-
pendance des matrices qui représentent des applications linéaires par rapport aux bases. Ces
formules permettent en pratique de se ramener à des représentations matricielles plus simples
pour faire les calculs, ou encore de montrer que des résultats obtenus en coordonnées ne dé-
pendent pas des bases choisies. Soient E et F comme précédemment, munis de bases BE ,B

1
E

pour E et BF ,B
1
F pour F . On pose P “ P

B1E
BE

et Q “ P
B1F
BF

les matrices de passages de BE à

B1E et de BF à B1F .

Proposition I.3.23. Soit u P LpE,F q. Si on pose A “ rusBFBE et A1 “ rus
B1F
B1E

, on a

A1 “ Q´1AP,

autrement dit :

(3) rus
B1F
B1E
“ PBF

B1F
rusBFBEP

B1E
BE

.

Remarque I.3.24. La formule (3) peut parâıtre un peu étrange. Pour mieux la retenir,
il faut remarquer que

P
B1E
BE

“ rIdns
BE
B1E
,

c’est à dire que la matrice de changement de base de BE vers B1E représente l’application
identité dans la base B1E au départ et BE à l’arrivée. La formule (3) devient alors :

rus
B1F
B1E
“ rIdms

B1F
BF
rusBFBE rIdns

BE
B1E
.

Définition I.3.25. On dénote par GLnpKq le groupe des matrices de MnpKq qui sont
inversibles. Ce groupe est appelé le groupe linéaire (sur K).

On rappelle que les matrices de changement de bases sont dans le groupe linéaire, et
réciproquement tout élément de GLnpKq correspond à un changement de base de Kn.
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Définition I.3.26. Deux matrices A,A1 P Mm,npKq qui vérifient une relation du type

A1 “ Q´1AP

pour Q P GLmpKq et P P GLnpKq sont appelées “matrices équivalentes”. Si de plus m “ n et
P “ Q, i.e. si

A1 “ P´1AP,

on dit que A et A1 sont “semblables”.

Deux matrices qui représentent la même application linéaire dans des bases différentes
seront donc équivalentes, et réciproquement. L’effet d’un changement de base sur la matrice
associée à un endomorphisme est de la remplacer par une matrice semblable, et réciproque-
ment.

Exercice I.3.27. Soit u : R2 Ñ R2 défini par upx, yq “ p2x` y, x` 2yq.

(1) Déterminer la matrice A de u dans la base canonique.

(2) Montrer que tv1, v2u est une base de R2, où v1 “ p1, 1q et v2 “ p1,´1q.

(3) Déterminer la matrice de u dans tv1, v2u.

(4) En déduire que A est semblable à
„

3 0
0 1



.

L’exercice précédent suggère que pour manipuler un endomorphisme, il est utile de pouvoir
déterminer une base dans laquelle la forme de la matrice qui le représente est assez simple.
C’est ce qu’on appelle la “réduction des endomorphismes”. Voici des exemples de formes assez
simples :

Définition I.3.28. Une matrice A “ raijs1ďi,jďn P MnpKq est dite diagonale si tous ces
coefficients non diagonaux sont nuls :

@pi, jq, i ‰ j, aij “ 0.

On dira que A est triangulaire supérieure si tous les coefficients sous-diagonaux sont nuls :

@pi, jq, i ą j, aij “ 0.

Enfin, on dira que A est triangulaire inférieure si tous les coefficients sur-diagonaux sont nuls :

@pi, jq, i ă j, aij “ 0.

Exemples I.3.29. Les matrices suivantes sont respectivement diagonale :
»

–

1 0 0
0 2 0
0 0 3

fi

fl ,

triangulaire supérieure :
»

–

1 ´2 4
0 2 0
0 0 3

fi

fl ,

et triangulaire inférieure :
»

–

1 0 0
5 2 0
5 5 3

fi

fl .
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3.4. Projecteurs. On termine cette section par des rappels sur une classe particuliè-
rement simple d’application linéaire : les projecteurs. On fera une utilisation répétée de ces
derniers dans les prochains chapitres, avec l’idée qu’un projecteur permet de se restreindre à
un sous-espace.

Définition I.3.30. Un endomorphisme p P EndKpEq est un projecteur si

p ˝ p “ p.

Un projecteur induit une décomposition de E :

Proposition I.3.31. Soit p P EndKpEq un projecteur. Alors

E “ kerppq ‘ Imppq.

De plus, on peut déterminer Imppq via

Imppq “ kerpIdE ´ pq,

et on a

kerppq “ ImpIdE ´ pq.

On parle alors de projecteur sur l’espace Imppq parallèlement à kerppq.

Exercice I.3.32. Démontrer la proposition précédente. Il est instructif de faire un dessin.

On peut généraliser cette situation à des décompositions de E en sommes directes de
s-sous-espaces. On suppose que E est de dimension finie n et qu’il existe F1, . . . , Fs des sous-
espaces vectoriels de E tels que :

E “ F1 ‘ . . .‘ Fs.

Pour tout i P t1, . . . , su, on définit une application linéaire :

pi : E Ñ E
x1 ` . . .` xs ÞÑ xi,

où x1`. . .`xs est l’unique décomposition d’un vecteur de E dans la somme directe F1‘. . .‘Fs.
L’endomorphisme pi est appelée la projection sur Fi (dans la décomposition E “ F1‘. . .‘Fs).

Proposition I.3.33. Les endomorphismes p1, . . . , ps vérifient :

(1) Pour tout i P t1, . . . , su, pi ˝ pi “ pi,

(2) Si i ‰ j, pi ˝ pj “ 0,

(3)
s
ÿ

i“1

pi “ IdE,

(4) Pour tout i P t1, . . . , su, Imppiq “ Fi et kerppiq “
à

j‰i

Fj.

Réciproquement, on a

Proposition I.3.34. Soient p11, . . . , p
1
s des endomorphismes de E qui vérifient

(i)
s
ÿ

i“1

p1i “ IdE,

(ii) pour i ‰ j, p1i ˝ p
1
j “ 0.
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Alors pour tout i P t1, . . . , su, p1i est un projecteur sur F 1i “ Impp1iq et E est une somme
directe :

E “ F 11 ‘ . . .‘ F
1
s.

En représentation matricielle, si Bi est une base de Fi et si ni “ dimpFiq pour tout
i P t1, . . . , su, Alors B :“

Ťs
i“1 Bi est une base de E dans laquelle on a pour tout j P t1, . . . su :

rpjsB “

»

—

—

—

—

–

0 0 0 0
... 0 0

...
... 0 Idnj 0
0 . . . 0 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

où Idnj apparâıt dans la j-eme colonne de cette représentation par blocs.

4. Déterminants

Il est remarquable que la notion de déterminant soit historiquement antérieure à celle
d’espace vectoriel. Elle apparâıt déjà dans les travaux de Cramer en 1750 dans ses fameuses
formules explicites qui donnent les solutions à un système linéaire. Le terme “déterminant”
serait quand à lui dû à Cauchy qui le premier démontra certaines de ses propriétés algé-
briques. Dans ce cours, le déterminant sera essentiellement utilisé pour calculer le polynôme
caractéristique d’un endomorphisme et déterminer ses valeurs propres (cf Chapitre II).

4.1. Définitions et premières propriétés. Soit A “ raijs1ďi,jďn P MnpKq.

Définition I.4.1. Le déterminant de A, noté detpAq, est l’élément de K défini par :

(4) detpAq “
ÿ

σPSn

εpσqΠn
i“1aσpiqi,

où εpσq désigne la signature 5 de σ et Sn est le groupe des permutations de t1, . . . , nu.

Proposition I.4.2. Le déterminant vérifie :

(1) detpIdnq “ 1,

(2) Pour A,B P MnpKq, detpABq “ detpAq detpBq,

(3) A P GLnpKq si et seulement si detpAq ‰ 0, et dans ce cas detpAq´1 “ detpA´1q,

(4) Si tA est la transposée 6 de A, detpAq “ detptAq,

(5) Si A est triangulaire supérieure, triangulaire inférieure, ou diagonale,

detpAq “ Πn
i“1aii.

Les points p1q ´ p3q ci-dessus révèlent le fait que

det : GLnpKq Ñ K˚
A ÞÑ detpAq

5. La signature est obtenu en décomposant σ en produit de transpositions. Si σ est le produit de r trans-
positions, alors sa signature est p´1qr.

6. La transposée de A est la matrice de coefficients tA “ rajis1ďi,jďn.
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est un morphisme de groupes 7. Ceci va nous permettre de définir le déterminant d’une appli-
cation linéaire. En effet, si B et B1 sont deux bases de E, de matrice de passage P “ PB1

B , et
si u P EndKpEq, on sait que

rusB1 “ P´1rusBP,

et donc detprusB1q “ detpP´1q detprusBqdetpP q “ detprusBq. La quantité detprusBq ne dépend
pas de la base choisie.

Définition I.4.3. Le déterminant de u P EndKpEq, noté detpuq, est le scalaire donné par

detpuq “ detprusBq,

où B est n’importe quelle base de E.

Corollaire I.4.4. Les propriétés du déterminant des matrices se transportent aux appli-
cations linéaires qu’elles représentent. Ainsi

(1) detpIdEq “ 1,

(2) Si u, v P EndKpEq, detpu ˝ vq “ detpuq detpvq,

(3) u est inversible si et seulement si detpuq ‰ 0.

On va donner un dernier point de vu sur le déterminant. On a défini les matrices de MnpKq
comme étant données par n vecteurs colonnes de tailles n. Si A “ raijs1ďi,jďn P MnpKq, on
notera 8 A “ rC1, . . . , Cns où pour tout j P rr1, nss, Cj est la j-eme colonne de A :

Cj “

»

—

—

—

—

—

–

a1j
...
aij
...
anj

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

On peut alors voir le déterminant comme une application

det : Mn1pKq ˆ . . .ˆMn1pKq Ñ K
rC1, . . . , Cns ÞÑ detprC1, . . . , Cnsq,

ou encore comme une application de Kn ˆ . . .ˆKn vers K.

Proposition I.4.5. Le déterminant, vu comme application sur les colonnes des matrices,
vérifie :

(1) il est n-linéaire : pour tous pλ, µq P K2, C1, . . . , Cn P Mn1pKqn, j P t1, . . . , nu, et
C 1j P Mn1pKq, on a

detpC1, . . . , λCj ` µC
1
j , . . . , Cnq “ λdetpC1, . . . , Cj , . . . , Cnq ` µdetpC1, . . . , C

1
j , . . . , Cnq,

(2) il est alterné : pour tous C1, . . . , Cn P Mn1pKqn, si il existe i ‰ j avec Ci “ Cj, alors

detprC1, . . . , Cnsq “ 0,

(3) il est normalisé : detpIdnq “ 1.

Par ailleurs, le déterminant est l’unique application de Mn1pKqn vers K qui vérifie p1q ´ p3q.

7. On dénote K˚ le groupe multiplicatif de K, i.e. Kzt0u.
8. Il y a un léger abus de notation ici, les crochets qui délimitent les Cj ne doivent pas apparâıtre dans

l’expression qui définit A.
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Remarque I.4.6. On obtient des résultats similaires si l’on travaille avec les lignes des
matrices : la valeur du déterminant ne change pas si on ajoute à une ligne une combinaison
linéaire des autres lignes. Ceci est très utile en pratique pour calculer les déterminants.

Exercice I.4.7. Calculer le déterminant des matrices suivantes en utilisant des opérations
sur les lignes et les colonnes, et la propriété p5q de la Proposition I.4.2 :

»

–

3 1 1
2 1 1
1 0 1

fi

fl ,

»

–

1 1 3
j 0 ´2
j2 ´1 ´1

fi

fl .

Ce nouveau regard sur le déterminant permet de définir le déterminant de n vecteurs d’un
espace vectoriel E de dimension n. Bien entendu, comme pour les applications linéaires, il
faut fixer une base B de E pour donner un sens à l’expression. Soient alors v1, . . . , vn une
famille de n vecteurs de E. On peut lui associer la matrice A dont les colonnes sont les n
vecteurs v1, . . . , vn écrits dans la base B :

A :“ rrv1sB, . . . , rvnsBs,

et on définit alors le déterminant de tv1, . . . , vnu dans la base B par :

pdetqBpv1, . . . , vnq :“ detpAq.

Comme pour les vecteurs colonnes, on a :

Corollaire I.4.8. L’application detB est l’unique application En Ñ K qui soit n-linéaire,
alternée, et normalisée par detBpBq “ 1.

Malheureusement, contrairement au cas des applications linéaires, ce déterminant dépend
de la base choisie. La formule de changement de base est donnée dans la proposition suivante :

Proposition I.4.9. Soient B et B1 deux bases de E. On note la matrice de changement
de base P “ PB1

B . Alors
pdetqB “ detpP qpdetqB1 .

Une utilité du déterminant d’une famille de vecteurs est qu’il détecte les bases :

Proposition I.4.10. Une famille F de n vecteurs de E est libre si et seulement si c’est
une base si et seulement si pdetqBpFq ‰ 0.

4.2. Calculs de déterminants. On commence par un mot sur la notation : lorsque on
calcule le déterminant d’une matrice A “ raijs1ďi,jďn P MnpKq, on notera :

detpAq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a11 . . . a1j . . . a1n

a21
... a2n

... aij
...

...
...

...
am1 . . . amj . . . amn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Afin de calculer un déterminant en pratique, on pensera à utiliser le caractère n-linéaire : ajou-
ter à une colonne une combinaison linéaire des autres ne change pas le déterminant. D’autre
part, le déterminant étant alterné, permuter deux colonnes change le signe du déterminant
de la matrice. Ces remarques sont également valables si on travaille avec les lignes. On peut
également calculer le déterminant de manière récursive via les développements selon les lignes
ou les colonnes :
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Proposition I.4.11. Soit A “ raijs1ďi,jďn P MnpKq. On a, pour i P rr1, nss, le développe-
ment selon la i-ème ligne :

detpAq “
n
ÿ

j“1

p´1qi`jaij detpAijq,

et pour j P rr1, nss, le développement selon la j-ème colonne :

detpAq “
n
ÿ

i“1

p´1qi`jaij detpAijq,

où Aij P Mn´1pKq est la matrice carrée de taille n´1 obtenue en enlevant à A sa i-ème ligne
et sa j-ème colonne.

Exercice I.4.12. Calculer le déterminant des matrices suivantes en développant selon les
lignes ou les colonnes :

»

–

0 1 0
2 1 1
1 5 1

fi

fl ,

»

–

1 1 3
0 0 ´2
3 0 ´1

fi

fl .

Le terme p´1qi`j detpAijq de la Proposition I.4.11 est appelé le cofacteur d’indice pi, jq de
A. On va donner au passage une propriété algébrique remarquable des cofacteurs.

Définition I.4.13. On appelle comatrice de la matrice A “ raijs1ďi,jďn P MnpKq, la
matrice CompAq P MnpKq définit par ses coefficients :

CompAqij :“ p´1qi`j detpAijq

où Aij P Mn´1pKq est la matrice carrée de taille n´ 1 obtenue en enlevant à A sa i-ème ligne
et sa j-ème colonne.

On a alors le fait suivant :

Théorème I.4.14. Pour toute matrice A “ raijs1ďi,jďn P MnpKq on a

A ¨ tCompAq “ tCompAq ¨A “ detpAqIdn.

Ce résultat n’est pas vraiment utile pour calculer le déterminant, mais plutôt pour les
informations qu’il donne sur l’inverse d’une matrice quand celle-ci existe :

Corollaire I.4.15. Une matrice A P MnpKq est inversible si et seulement si detpAq ‰ 0,
et dans ce cas

A´1 “
1

detpAq
tCompAq.

Enfin, le calcul par blocs déjà vu dans la Section 3.1 s’étend au calcul de déterminants.

Proposition I.4.16. Soit

M “

„

A B
0 D



P MnpKq

où A P MmpKq et D P Mn´mpKq. Alors

detpMq “ detpAq detpDq.

Remarque I.4.17. On laisse au lecteur le soin d’adapter cette proposition au cas d’une
matrice triangulaire supérieure par blocs plus générale.
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Corollaire I.4.18. Soit

M “

„

A B
0 D



P MnpKq

où A P MmpKq et D P Mn´mpKq. Alors M est inversible si et seulement si A et D le sont,
auquel cas

M´1 “

„

A´1 ´A´1BD´1

0 D´1



.





Chapitre II

Vecteurs et valeurs propres, diagonalisation

Dans ce chapitre et les suivants, on fixe E un K-espace vectoriel de dimension finie n P N˚,
u P LKpEq “ EndKpEq et A P MnpKq. Pour alléger les notations, on identifiera souvent Kn à
Mn,1pKq à l’aide de l’isomorphisme

Kn Ñ Mn,1pKq

x “ px1, . . . , xnq ÞÑ

»

—

—

—

–

x1

x2
...
xn

fi

ffi

ffi

ffi

fl

.

On va maintenant rentrer dans le vif du sujet : étant donné un endomorphisme u P
EndKpEq, est-il possible de déterminer une base de E dans laquelle la matrice associée à u
soit la plus simple possible ? Idéalement, on cherche une base B dans laquelle u soit diagonale,
c’est à dire telle qu’il existe λ1, . . . , λn tels que

(5) rusB “

»

—

—

—

—

—

—

–

λ1 0 . . . . . . 0

0
. . . 0 0

... 0 λi 0
...

... 0
. . . 0

0 . . . . . . 0 λn

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

En effet, dans une telle base, en coordonnées, u se lira simplement

px1, . . . , xnq ÞÑ pλ1x1, . . . , λnxnq.

Notez que demander que les λi soient tous égaux à 1 pour simplifier encore plus l’écriture de
u n’est pas raisonnable, car dans ce cas on aurait rusB “ Idn, et par formule de changement
de base, ceci serait vrai pour toute base, et u serait en fait égale à IdE . En revanche, on verra
que si K “ C, demander l’existence d’une telle forme diagonale (5) est très raisonnable : en
un certain sens, la plupart des endomorphismes d’un espace vectoriel complexe admettent
une base dans laquelle leur représentation est diagonale. On dit alors d’un tel endomorphisme
qu’il est diagonalisable, et il s’agit de déterminer une telle base B “ te1, . . . , enu, ainsi que les
valeurs λi. Notez dans ce cas que pour tout i P t1, . . . nu,

upeiq “ λiei.

C’est cette équation en λ P K et x P E qui sera notre point de départ :

upxq “ λx.

31
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1. Éléments propres d’un endomorphisme

La notion de valeur propre (elle aussi historiquement antérieure à celle d’espace vectoriel)
est d’abord apparue à la fin du 18e siècle dans les travaux de Lagrange, Laplace ou Bernoulli
sur les systèmes d’équations différentielles.

Définition II.1.1. Soit λ P K. On dit que λ est une valeur propre de u (resp. de A) s’il
existe un vecteur non nul x ‰ 0 dans E (resp. X P Mn,1pKqzt0u) tel que

upxq “ λx presp. AX “ λXq.

L’ensemble des valeurs propres de u (resp. A) est appelé spectre de u (resp. spectre de A) et
noté SpKpuq (resp. SpKpAq).

Remarque II.1.2. On remarque que si A “ rusB pour une base B de E, l’équation (2)
implique que λ est valeur propre de u si et seulement si c’est une valeur propre de A. On a
donc dans ce cas Sppuq “ SppAq.

Exemple II.1.3. Le spectre d’une matrice diagonale est facile à déterminer. Par exemple,
soit

D “

»

–

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

fi

fl P M3pKq,

i.e. λ1, λ2, λ3 P K. Alors SpKpDq “ tλ1, . . . , λ3u. En effet, si pe1, e2, e3q désigne la base cano-
nique de K3, Dei “ λiei pour i P t1, 2, 3u et donc λi P SpKpDq pour tout i P t1, 2, 3u. On
verra par ailleurs que le cardinal du spectre est inférieur à la dimension de E, ce qui permet
de conclure ici.

Exemple II.1.4. On va voir dans cet exemple que le spectre d’un endomorphisme peut
être vide et qu’il dépend du corps de base dans lequel on considère l’endomorphisme. Soit
u : R2 Ñ R2 défini par sa matrice dans la base canonique de R2 :

A “ rusBcan “

„

0 1
´1 0



.

Supposons que λ P R soit valeur propre de u. On a alors l’existence de x “ px1, x2q P

R2ztp0, 0qu tel que upxq “ λx. On a alors l’équation matricielle AX “ λX, où X “

„

x1

x2



:

„

0 1
´1 0

 „

x1

x2



“ λ

„

x1

x2



.

De manière équivalente, px1, x2q vérifie le système
"

x2 “ λx1

´x1 “ λx2
.

Si λ “ 0, ce système impose x1 “ x2 “ 0, ce qui est impossible par définition d’une valeur
propre, et si λ ‰ 0 alors nécessairement on obtient λ2 “ ´1 qui n’a pas de solution sur R,
d’où SpRpuq “ ∅. En revanche, si on considère u : C2 Ñ C2 défini par la même matrice A
dans la base canonique de C2 cette fois-ci (i.e. ici K “ C), on obtient

SpCpuq “ ti,´iu.

En effet, l’équation upxq “ ix admet la solution p1, iq et l’équation upxq “ ´ix admet la
solution p1,´iq.
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Exercice II.1.5. Montrer que u est non injective si et seulement si 0 P SpKpuq.

Définition II.1.6. Soit λ P SpKpuq (resp. λ P SpKpAq).

(1) Le sous-espace propre associé à λ est le sous-espace vectoriel de E (resp. de Kn) :

Eλ :“ kerpu´ λIdEq “ tx P E, upxq “ λxu

(resp.

kerpA´ λIdnq “ tX P Kn, AX “ λXuq.

(2) Les éléments de kerpu´λIdnq (resp. de kerpA´λIdnq) sont appelés les vecteurs propres
associés à λ.

Remarque II.1.7. Un vecteur propre peut être nul. On a donc

λ P SpKpuq ô kerpu´ λIdEq ‰ t0u

et

λ P SpKpAq ô kerpA´ λIdnq ‰ t0u.

Exemples II.1.8. Dans l’exemple II.1.3, en supposant les λi deux à deux distincts, on a

kerpD ´ λiId3q “ Vect peiq.

Dans l’exemple II.1.4, sur le corps C, on a SpCpuq “ ti,´iu, et un calcul donne

Ei “ Vect Cpe1 ` ie2q , et E´i “ Vect Cpe1 ´ ie2q.

On remarque que B “ te1 ` ie2, e1 ´ ie2u est une base de C2 dans laquelle rusB est diagonale

rusB “

„

i 0
0 ´i



et C2 se décompose :

C2 “ Ei ‘ E´i.

Le résultat suivant est trivial mais important :

Lemme II.1.9. Si A “ rusB pour une base B de E, alors pour tout λ P SpKpuq “ SpKpAq,
l’application

kerpu´ λIdEq Ñ kerpA´ λIdnq
x ÞÑ rxsB

est un isomorphisme.

Étudier les valeurs propres et espaces propres de u revient donc à étudier ceux de rusB
pour une base B de E.

Les sous-espaces propres d’un endomorphisme ont le bon goût d’être en somme directe :

Théorème II.1.10. Soient λ1, . . . , λs P SpKpuq des valeurs propres de u deux à deux
distinctes. Les sous-espaces propres associés Eλi “ kerpu ´ λiIdEq sont en somme directe
dans E, i.e.

s
ÿ

i“1

kerpu´ λiIdEq “
s
à

i“1

kerpu´ λiIdEq Ă E.

On a bien sûr un énoncé analogue pour les espaces-propres associés au valeurs propres de
A P MnpKq.
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Démonstration. On va montrer l’énoncé par récurrence sur le nombre de valeurs propres
distinctes s. Le résultat est directe si s “ 1. On suppose alors qu’il est vrai pour s ´ 1 P
N˚ valeurs propres distinctes et on va le démontrer pour s valeurs propres distinctes. Soit
pv1, . . . , vsq P Eλ1 ˆ . . .ˆ Eλs tel que

(6) v1 ` . . .` vs “ 0.

Il s’agit de montrer que les vi sont tous nuls. On applique u à l’équation (6) pour obtenir (u
est linéaire et les vi P Eλi) :

(7) λ1v1 ` . . .` λsvs “ 0.

On multiplie également (6) par λs et on a :

(8) λsv1 ` . . .` λsvs “ 0.

On soustrait alors (8) à (7) :

pλ1 ´ λsqv1 ` . . .` pλs´1 ´ λsqvs´1 “ 0.

Or pour tout i P t1, . . . , s´ 1u, pλi ´ λsqvi P Eλi (les Eλi sont des sous-espaces vectoriels de
E), donc par hypothèse de récurrence,

@i P t1, . . . , s´ 1u, pλi ´ λsqvi “ 0.

Cependant, les λi sont supposées deux à deux distinctes, on a donc, pour i P t1, . . . , s ´ 1u,
λi ´ λs´1 ‰ 0 et vi “ 0. Finalement, avec (6) on conclut vs “ 0. �

Corollaire II.1.11. Sous les mêmes hypothèses que dans le Théorème II.1.10, on a
ÿ

λPSpKpuq

dimKpkerpu´ λIdEqq “ dimKp
à

λPSpKpuq

kerpu´ λIdEqq ď dimKpEq,

avec égalité si et seulement si
à

λPSpKpuq

kerpu´ λIdEq “ E.

Ainsi, une fois connu le spectre d’un endomorphisme, les espaces propres associés à ses
valeurs propres nous fournissent un sous-espace vectoriel de E sur lequel u admet une forme
particulièrement simple :

Exercice II.1.12. Soit F Ă E un sous-espace vectoriel de E stable par u, i.e. tel que
upF q Ă F . On appelle restriction de u à F lâendomorphisme u|F P LpF q défini, pour x P F ,
par u|F pxq “ upxq.

(1) Soit λ P SpKpuq. Montrer que upEλq Ă Eλ.

(2) En déduire que
À

λPSpKpuq
kerpu´ λIdEq est stable par u.

(3) On fixe une base Bλ de Eλ. Montrer que la restriction de u à Eλ a pour matrice λIdnλ ,
avec nλ “ dimpEλq.

(4) En déduire la matrice de la restriction de u à
À

λPSpKpuq
Eλ dans une base de la forme

Ť

λPSpKpuq
Bλ.

Les espaces propres peuvent être calculés via la résolution de systèmes d’équations li-
néaires. Il reste alors à déterminer les valeurs propres. Elles seront obtenues comme racines
d’un polynôme.
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2. Polynôme caractéristique

Déterminer si λ est une valeur propre de u revient à savoir si l’équation upxq ´ λx “ 0 a
une solution non nulle en x, ce qui est équivalent au fait que u´ λIdE soit non injective, i.e.
non bijective car E est de dimension finie. Ceci motive la définition suivante :

Définition II.2.1. Soit T une indéterminée sur K. On appelle polynôme caractéristique
de A le polynôme 1

χApT q “ detpT ¨ Idn ´Aq P KrT s.

Remarque II.2.2. Dans le chapitre I on a vu les notions de matrices à coefficients dans
un corps et de déterminants de ces matrices. On peut étendre sans difficulté ces notions à
des matrices à coefficients dans un anneau commutatif (e.g. KrT s). Le déterminant d’une
telle matrice est défini par la même formule (4). Il est alors KrT s-n-linéaire par rapport à
ses colonnes (ou ses lignes), alterné, vérifie les formules de développement selon les lignes et
les colonnes (Proposition I.4.11), ainsi que le résultat du Théorème I.4.14. Les preuves de ces
faits sont exactement les mêmes que dans le cas des matrices de MnpKq.

Notez que si A “ raijs1ďi,jďn P MnpKq, alors

T Idn ´A “

»

—

—

—

–

T 0 . . . 0

0 T 0
...

... 0
. . .

0 . . . 0 T

fi

ffi

ffi

ffi

fl

´

»

—

—

—

–

a11 . . . . . . a1n
... a22

...
...

. . .
...

an1 . . . . . . ann

fi

ffi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

—

–

T ´ a11 ´a12 . . . ´a1n

´a21 T ´ a22
...

...
. . .

...
´an1 . . . . . . T ´ ann

fi

ffi

ffi

ffi

fl

,

ce qui est une matrice de MnpKrT sq, et χApT q, son déterminant, est bien un élément de KrT s.

Exemple II.2.3. Si

A “

„

a b
c d



P M2pCq,

alors
χApT q “ T 2 ´ pa` dqT ` pad´ bcq.

Le développement du polynôme caractéristique fait intervenir des quantités bien connues 2 :

Proposition II.2.4. On a

χApT q “ Tn ´ trpAqTn´1 ` . . .` p´1qn detpAq.

Démonstration. Le coefficients d’ordre 0 de χApT q est obtenu en évaluant χApT q en 0,
ce qui donne bien p´1qn detpAq. Pour les termes d’ordre n et n´ 1, un développement selon
la première colonne donne :

χApT q “ pT ´ a11qdetpT ¨ Idn ´A11q `RpT q,

1. Le polynôme caractéristique est parfois défini comme étant detpA´ T Idnq.
2. On rappelle que la trace d’une matrice (resp. d’un endomorphisme), notée trpAq, est le scalaire donné

par la somme de ses éléments diagonaux (resp. la somme des éléments diagonaux de n’importe quelle matrice
qui le représente.)
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où RpT q est un polynôme de degré inférieur ou égal à n´ 2. Par récurrence sur n, on obtient
alors que le coefficient de degré n de χA est 1 et celui de degré pn´ 1q est ´a11 ´ trpA11q “

´trpAq. �

Remarque II.2.5. Ainsi, pour n “ 2, on a simplement

χApT q “ T 2 ´ trpAqT ` detpAq.

La proposition suivante va nous permettre d’étendre la définition de déterminant aux
endomorphismes :

Proposition II.2.6. Soient A et A1 deux matrices semblables de MnpKq (i.e. il existe
P P GLnpKq telle que A1 “ P´1AP ). Alors

χApT q “ χ1ApT q.

Démonstration. Par définition, et avec les propriétés du déterminant (morphisme de
groupes multiplicatifs) :

χA1pT q “ detpT Idn ´A
1q

“ detpT Idn ´ P
´1AP q

“ detpTP´1P ´ P´1AP q
“ detpP´1pT Idn ´AqP q
“ detpP´1qdetpT Idn ´AqdetpP q
“ detpT Idn ´Aq
“ χApT q.

�

Ainsi, deux matrices qui représentent le même endomorphisme dans deux bases différentes
ont le même polynôme caractéristique. La définition suivante a donc un sens :

Définition II.2.7. On définit le polynôme caractéristique de u, noté χupT q, comme étant
le polynôme de KrT s donné par

χupT q “ χrusBpT q

pour n’importe quelle base B de E.

Remarque II.2.8. On utilisera parfois la notation detpXIdE ´ uq. Cela dit il faudra être
prudent avec le sens donné à l’objet “X ¨ IdE”.

On a maintenant une caractérisation des valeurs propres en termes de racines du polynôme
caractéristique :

Théorème II.2.9. Soit λ P K. Les assertions suivantes sont équivalentes 3 :
(i) λ est valeur propre de u, i.e. λ P SpKpuq,
(ii) u´ λIdE est non injectif,
(iii) u´ λIdE est non bijectif,
(iv) λ est racine de χu, i.e. χupλq “ 0.

Remarque II.2.10. Le même résultat est valable pour une matrice A P MnpKq, on a
l’équivalence entre :

3. Notons au passage que les points piiq et piiiq ne sont pas équivalents en dimension infinie, où les notions
de valeurs propres (pu ´ λIdEq non injectif) et de spectre (ensemble des scalaires pour lesquels u ´ λIdE est
non inversible) sont différentes.
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(i’) λ P SpKpAq,
(ii’) A´ λIdn est non inversible,
(iii’) χApλq “ 0.

De plus, si A “ rusB pour une base B de E, alors les assertions du Théorème II.2.9 sont
équivalentes à pi1q ´ piii1q.

Démonstration. C’est assez direct :

λ P SpKpuq ðñ Dx P E, x ‰ 0, upxq ´ λx “ 0
ðñ u´ λIdE non injectif
ðñ u´ λIdE non bijectif
ðñ detpu´ λIdEq “ 0.

�

La conséquence suivante est bien entendu valable pour A P MnpKq également :

Corollaire II.2.11. Le cardinal de SpKpuq est inférieur ou égal à n :

7SpKpuq ď dimKpEq.

Démonstration. Le polynôme χu est de degré n, donc il possède au plus n racines 4. �

Exemple II.2.12. Les valeurs propres d’une matrice triangulaire supérieure sont données
par ses éléments diagonaux.

On dispose alors d’un programme pour déterminer les valeurs propres et espaces propres
d’un endomorphisme u (ou d’une matrice A) :

(1) Calculer son polynôme caractéristique via un calcul de déterminant,

(2) Factoriser ce polynôme sur K et en déduire ses racines (et donc le spectre de u ou A),

(3) Pour chacune des racines, déterminer l’espace propre kerpu ´ λIdEq associé via la
résolution d’un système d’équations linéaires.

Exercice II.2.13. Soit

A “

»

–

0 0 1
1 0 0
0 1 0

fi

fl .

(1) Montrer que χApT q “ T 3 ´ 1.

(2) En déduire que SpRpAq “ t1u et que SpCpAq “ t1, j, j
2u.

(3) Déterminer dans les deux cas les espaces propres de A.

On remarque ici que l’influence du corps sur lequel on travaille sur le spectre de l’endomor-
phisme se traduit par la possibilité de décomposer ou non le polynôme caractéristique en
produit de facteurs de degré 1.

Définition II.2.14. Un polynôme ppT q P KrT s est dit scindé sur K s’il se décompose sur
K comme produit de facteurs de degré un, i.e. il existe a P K et pα1, . . . , αsq P Ks tels que 5

ppT q “ aΠs
i“1pT ´ αiq.

4. Ce fait, vu en L1 pour K “ R ou C, s’étend de la même manière à tout corps. Ceci repose sur l’existence
d’une division euclidienne sur KrXs et le fait que ppaq “ 0 si et seulement si pX ´ aq divise p.

5. On peut démontrer que tout corps K admet une “clôture algébrique”, c’est à dire un corps L (minimal
pour l’inclusion) qui contienne K et dans lequel tous les polynômes soient scindés. Dans le cas de R, il s’agit
de C.
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Exemples II.2.15. Le polynôme X2 ` 1 n’est pas scindé sur R mais il est scindé sur C.
Le polynôme pX ´ 2q2 est scindé sur R.

Définition II.2.16. On dira que l’endomorphisme u (resp. la matrice A) est scindé (resp.
scindée) si son polynôme caractéristique l’est.

Remarque II.2.17. L’endomorphisme u est scindé sur K si et seulement si

χupT q “ ΠλPSpKpuq
pT ´ λqnλ

où nλ est la multiplicité de λ dans χu, notée nλ “ multpλ, χuq.

Exemple II.2.18. Si A est triangulaire supérieure (ou inférieure), alors A est scindée.

Lemme II.2.19. Si K “ C, tout endomorphisme est scindé. Si K “ R, u P EndKpEq est
scindé si et seulement si χu n’a que des racines réelles.

Démonstration. Le corps C est algébriquement clos donc tout polynôme sur C est
scindé. �

Le polynôme caractéristique contient également une information importante sur les es-
paces propres d’un endomorphisme (ou d’une matrice) :

Proposition II.2.20. Soit λ P SpKpuq. Alors

1 ď dimpEλq ď multpλ, χuq.

Démonstration. Soit Bλ une base de Eλ que l’on complète en une base B de E. Dans
cette base, la matrice de u est diagonale par blocs :

rusB “

„

λIdnλ B
0 C



où l’on a posé nλ “ dimpEλq et où C P Mn´nλpKq. On en déduit que

χupT q “ pT ´ λq
nλ ¨ χCpT q,

et donc nλ ď multpλ, χuq.
�

Un corollaire très utile dans la recherche des espaces propres est le suivant :

Corollaire II.2.21. Si λ P SpKpuq est de multiplicité 1 dans le polynôme χu, i.e.
multpλ, χuq “ 1, alors dimKpkerpu´ λIdEqq “ 1.

Ainsi, pour calculer un espace propre associé à une valeur propre de multiplicité 1, il suffit
de déterminer un vecteur propre de cet espace.

Exemples II.2.22. Soient A et B les matrices de M2pRq :

A “

„

2 1
1 2



, B “

„

1 1
0 1



.

En dimension n “ 2, la formule

χM pT q “ T 2 ´ trpMqT ` detpMq

donne directement

χApT q “ T 2 ´ 4T ` 3 et χBpT q “ T 2 ´ 2T ` 1
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que l’on factorise :
χApT q “ pT ´ 3qpT ´ 1q et χBpT q “ pT ´ 1q2.

Pour A, SpRpAq “ t1, 3u, et multp1, χAq “ multp3, χAq “ 1, d’où dimRpkerpA ´ Id2qq “

dimRpkerpA´ 3Id2qq “ 1. On a donc

R2 “ kerpA´ Id2q ‘ kerpA´ 3Id2q,

et un calcul direct donne kerpA ´ Id2q “ Vect tp1,´1qu et kerpA ´ 3Id2q “ Vect tp1, 1qu.
Pour B en revanche, SpRpBq “ t1u, et multp1, χBq “ 2. Un calcul montre par ailleurs que
kerpB ´ Id2q “ Vect pe1q, et dimpkerpB ´ Id2qq ă multp1, χBq. Dans cet exemple, on a

à

λPSpRpBq

kerpB ´ λId2q ( R2,

même si B est scindé sur R.

On termine par cette proposition utile pour calculer les polynômes caractéristiques des
matrices triangulaires par blocs. La preuve est laissée en exercice au lecteur.

Proposition II.2.23. Soit A P MnpKq une matrice triangulaire supérieure par blocs :

A “

»

—

—

—

—

—

—

–

A11 . . . A1i . . . A1r

0
. . . A2r

... 0 Aii
...

... 0
. . .

...
0 . . . . . . 0 Arr

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Alors

(1) Le polynôme caractéristique de A se décompose :

χApT q “ Πr
i“1χAiipT q,

(2) Le spectre vérifie :

SpKpAq “
r
ď

i“1

SpKpAiiq,

(3) A est scindée sur K si et seulement si pour tout i P t1, . . . ru, Aii est scindée sur K.

3. Diagonalisation

On donne dans cette section deux caractérisations importantes des endomorphismes dia-
gonalisables.

Définition II.3.1. Un endomorphisme u P EndKpEq est diagonalisable s’il existe une
base B de E dans laquelle rusB est diagonale. Une matrice A P MnpKq est diagonalisable si
elle est semblable à une matrice diagonale, i.e. il existe P P GLnpKq telle que P´1AP soit
diagonale.

Remarque II.3.2. On verra souvent des exemples d’endomorphismes définis par des ma-
trices à coefficients réels. On pourra voir ces applications comme endomorphismes de Rn
ou bien de Cn. On parlera alors d’endomorphismes diagonalisables “sur R” ou “sur C”. La
distinction sera cruciale car certains endomorphismes ne sont pas scindés sur R.

Une première caractérisation des endomorphismes diagonalisables est la suivante :
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Théorème II.3.3. Soit u P EndKpEq. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) u est diagonalisable,
(ii) rusB est diagonalisable pour une base B de E,
(iii) rusB est diagonalisable pour toute base B de E,
(iv) E est somme directe des espaces propres de u :

E “
à

λPSpKpuq

kerpu´ λIdEq,

(v) E possède une base formée de vecteurs propres de u.

Démonstration. piq, piiq et piiiq sont équivalents en vertu du fait que si B,B1 sont deux

bases de E de matrice de passage P “ PB1

B , alors rusB1 “ P´1rusBP et réciproquement si

P P GLnpKq, alors P est une matrice de passage de B à une autre base de E 6.
Pour piiiq ñ pivq, soit B une base de E dans laquelle rusB soit diagonale, égale à

rusB “

»

—

—

—

—

—

—

–

λ1 0 . . . . . . 0

0
. . . 0 0

... 0 λi 0
...

... 0
. . . 0

0 . . . . . . 0 λn

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Il est alors clair que les vecteurs de B sont des vecteurs propres de u. On a alors pour tout
e P B,

e P
à

λPSpKpuq

kerpu´ λIdEq

et donc

E “ Vect pBq Ă
à

λPSpKpuq

kerpu´ λIdEq.

Pour pivq ñ pvq, il suffit de considérer une base Bλ pour chaque espace propre de u. La
réunion B “

Ť

λPSpKpuq
Bλ est une base de E formée de vecteurs propres.

Enfin, pvq ñ piq est claire, car dans une telle base B formée de vecteurs propres, la matrice
rusB est diagonale. �

Dans la suite, si pλ1, . . . , λnq P Kn, on utilisera la notation

Diagpλ1, . . . , λnq :“

»

—

—

—

—

—

—

–

λ1 0 . . . . . . 0

0
. . . 0 0

... 0 λi 0
...

... 0
. . . 0

0 . . . . . . 0 λn

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Proposition II.3.4. Si un endomorphisme u P EndKpEq diagonalisable, alors il est scindé
sur K. La réciproque est fausse.

6. via la formule e1j “
řn
i“1 pijei.
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Démonstration. Si u est diagonalisable, on peut fixer une base B dans laquelle rusB
soit diagonale, et il existe pλ1, . . . , λnq P Kn, telles que

rusB “ Diagpλ1, . . . , λnq.

D’où
χupT q “ Πn

i“1pT ´ λiq

est scindé. Le contre-exemple

A “

„

0 1
0 0



prouve que la réciproque est fausse. En effet, χApT q “ T 2 et donc SpKpAq “ t0u, mais on a
clairement K2 ‰ kerpAq (ce qui serait le cas si A était diagonalisable). �

Du Théorème II.3.3 on déduit un critère efficace pour déterminer si un endomorphisme
est diagonalisable :

Corollaire II.3.5. Si u P EndKpEq (resp. A P MnpKq) possède n valeurs propres dis-
tinctes, alors u (resp. A) est diagonalisable.

Autrement dit, si χu (resp. χA), admet n racines distinctes sur K, alors u (resp. A) est
diagonalisable.

Démonstration. En effet, supposons SpKpuq “ tλ1, . . . , λnu, avec λi ‰ λj pour i ‰ j.
Comme

n
à

i“1

kerpu´ λiIdEq Ă E,

on a
n
ÿ

i“1

dimpkerpu´ λiIdEqq ď n.

Or par définition des espaces propres, pour tout i P rr1, nss,

1 ď dimpkerpu´ λiIdEqq,

et donc

n ď
n
ÿ

i“1

dimpkerpu´ λiIdEqq ď n.

D’où

n “ dimp
n
à

i“1

kerpu´ λiIdEqq

et
n
à

i“1

kerpu´ λiIdEq “ E.

�

Remarque II.3.6. La réciproque est fausse, comme le montre l’exemple u “ IdE si n ě 2.

Ce critère se généralise de la façon suivante :

Théorème II.3.7. Soit u P EndKpEq. Alors u est diagonalisable sur K si et seulement si

χupT q “ ΠλPSpKpuq
pT ´ λqdimKpEλq,

c’est à dire si et seulement si les deux critères suivants sont vérifiés :
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(i) χupT q est scindé sur K, et

(ii) @λ P SpKpuq, on a dimKpEλq “ multKpλ, χuq.

De même, une matrice A P MnpKq est diagonalisable si et seulement si χA est scindé sur
K et pour tout élément λ P SpKpAq, dimKpkerpA´ λIdnqq “ multpλ, χAq.

Démonstration. Supposons que u soit diagonalisable. On note SpKpuq “ tλ1, . . . , λsu
le spectre de u. On a alors

E “
s
à

i“1

Eλi

et si pour tout i P t1, . . . , su on fixe une base (de vecteurs propres) Bi de Eλi , on obtient une
base B “

Ťs
i“1 Bi de E dans laquelle

rusB “ Diagpλ1, . . . , λ1
loooomoooon

n1 fois

, λ2, . . . , λ2
loooomoooon

n2 fois

, . . . , λs, . . . , λs
loooomoooon

ns fois

q

où ni “ dimpEλiq. On calcul le polynôme caractéristique de cette matrice

χupT q “ Πs
i“1pT ´ λiq

ni

et on a bien ni “ multpλi, χuq.
Réciproquement, supposons que le polynôme caractéristique vérifie

χupT q “ ΠλPSpKpuq
pT ´ λqdimKpEλq.

Ce polynôme est de degré n “ dimKpEq, donc
ÿ

λPSpKpuq

dimKpEλq “ dimKpEq.

Ceci implique

dimKp
à

λPSpKpuq

Eλq “ dimKpEq

et donc
à

λPSpKpuq

Eλ “ E,

i.e. u est diagonalisable. �

Notez au passage le résultat suivant qui provient du fait que le polynôme caractéristique
ne dépend pas de la base choisie pour le calcul :

Proposition II.3.8. Soit u P EndKpEq un endomorphisme diagonalisable de polynôme
caractéristique

χupT q “ ΠλPSpKpuq
pT ´ λqnλ ,

où nλ “ dimpEλq. Si B est une base de E dans laquelle rusB est diagonale,

D “ rusB “ Diagpλ1, . . . , λnq

alors nécessairement les λi sont les valeurs propres de u, chaque valeur propre λ P SpKpuq
apparaissant nλ-fois dans D.
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C’est à dire que si u est diagonalisable, il existe un nombre fini de matrices diagonales
qui représentent u. Ces différentes formes sont obtenues en permutant les éléments diagonaux
d’une forme diagonale donnée. Attention cependant, une même forme diagonale peut être
obtenue dans un nombre infini de bases distinctes (ce sera même toujours le cas si K est
infini). Matriciellement, pour tout A P MnpKq, l’ensemble

tP´1AP diagonale , P P GLnpKqu
est fini (il peut être vide), mais l’ensemble

tP P GLnpKq, P´1AP “ Diagpλ1, . . . , λnqu

peut être infini s’il est non vide.

Exemple II.3.9. Posons

A “

»

–

2 ´2 4
2 ´3 2
´2 1 ´4

fi

fl P M3pRq,

que l’on voit comme un endomorphisme u de R3 dans la base canonique. On calcul (par
exemple en utilisant les transformations sur les lignes et les colonnes L3 Ñ L3 ` L2 puis
C3 Ñ C3 ´ C2, puis en développant selon la dernière ligne)

χApT q “ pT ` 1qpT ` 2q2.

Le spectre de A est SpRpAq “ t´1,´2u. On s’intéresse d’abord à E´2 pour déterminer si A
est diagonalisable :

kerpA` 2Id3q “

$

&

%

X P R3,

»

–

4 ´2 4
2 ´1 2
´2 1 ´2

fi

fl ¨X “ 0

,

.

-

“
 

px, y, zq P R3, 2x´ y ` 2z “ 0
(

.

Donc dimRpE´2q “ 2 “ multRp´2, χAq. On a également multRp´1, χAq “ 1 et dimRpE´1q “

1. En conclusion, A est diagonalisable. Une base de E´2 est donnée par tv1 “ p1, 0,´1q, v2 “

p1, 2, 0qu et une base de E´1 par tv3 “ p´2,´1, 1qu. Dans la base B “ tv1, v2, v3u on a :

rusB “ P´1AP “

»

–

´2 0 0
0 ´2 0
0 0 ´1

fi

fl

où

P “ PB
Bcan

“

»

–

1 1 ´2
0 2 ´1
´1 0 1

fi

fl .

4. Trigonalisation

Comme on l’a vu sur certains exemples, un endomorphisme n’est pas nécessairement
diagonalisable. On cherche alors une autre forme matricielle simple, mais moins restrictive,
pour effectuer les calculs : une forme triangulaire (supérieure ou inférieure).

Définition II.4.1. On dit que u (resp. A) est trigonalisable sur K s’il existe une base B

de E (resp. P P GLnpKq) telle que rusB (resp. P´1AP ) soit triangulaire supérieure.
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Remarque II.4.2. Par définition, u est trigonalisable si et seulement si pour une (et donc
pour toute) base B, rusB est trigonalisable.

Lemme II.4.3. Soit A P MnpKq une matrice triangulaire inférieure. Alors A est semblable
à une matrice triangulaire supérieure.

Démonstration. On pose A “ raijs1ďi,jďn. Pour Bcan “ te1, . . . , enu la base canonique
de Kn on a A “ rf sBcan , avec pour tout j P t1, . . . , nu :

fpejq “
n
ÿ

i“j

aijej .

Dans la base B “ ten, . . . , e1u, l’endomorphisme f vérifie :

rf sB “

»

—

—

—

–

ann an,n´1 . . . an1

0 an´1,n´1
...

... 0
. . .

...
0 . . . 0 a11

fi

ffi

ffi

ffi

fl

.

�

Remarque II.4.4. Par le lemme qui précède, on peut remplacer triangulaire supérieure
par triangulaire inférieure dans la Définition II.4.1.

Lemme II.4.5. Soit B “ tv1, . . . , vnu une base de E. On pose, pour j P rr1, nss,

Vj :“ Vect tv1, . . . , vju “ Kv1 ‘ . . .‘Kvj .

La matrice rusB est triangulaire supérieure si et seulement si pour tout j P rr1, nss, upVjq Ă Vj.

Démonstration. Il suffit de remarquer que upVjq Ă Vj est équivalent à upviq P Kv1 ‘

. . .‘Kvj pour tout i P rr1, jss. La traduction matricielle donne le résultat. �

On a alors une caractérisation des endomorphismes trigonalisables :

Théorème II.4.6. Un endomorphisme u P EndKpEq (resp. une matrice A P MnpKq) est
trigonalisable si et seulement si χu (resp. χA) est scindé sur K.

Un corollaire immédiat :

Corollaire II.4.7. Sur C, tous les endomorphismes sont trigonalisables. Sur R, un en-
domorphisme est trigonalisable si et seulement si toutes ses valeurs propres sont réelles 7.

Démonstration du Théorème II.4.6. Supposons A P MnpKq trigonalisable. Il existe
P P GLnpKq telle que A1 :“ P´1AP soit triangulaire supérieure, et on a χApT q “ χA1pT q. La
forme triangulaire supérieure de A1 permet de conclure que χA1 , et donc χA, est scindé.

Réciproquement, supposons χu scindé. On va démontrer par récurrence sur n “ dimKpEq
que u est trigonalisable. Si n “ 1 c’est clair. Supposons le résultat vrai au rang n ´ 1 P N˚,
et montrons le au rang n. Comme χu est scindé et de degré n ě 2, il admet une racine
λ P SpKpuq. On a donc l’existence d’un vecteur propre non nul eλ P Eλ. Soit alors F Ă E un

7. De manière générale, quitte à passer à une clôture algébrique de K, on pourra toujours trigonaliser une
matrice.
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supplémentaire de Vect teλu dans E. Si BF est une base de F , la matrice de u dans la base
B “ teλu YBF est de la forme :

rusB “

»

—

—

—

–

λ ˚ . . . ˚

0
... B
0

fi

ffi

ffi

ffi

fl

où B P Mn´1pKq. On a alors χupT q “ pT ´λqχBpT q et donc B est scindé car χupT q l’est. Par
hypothèse de récurrence, la matrice B est trigonalisable : il existe PB P GLn´1pKq telle que
B1 :“ P´1

B BPB soit triangulaire supérieure. On défini alors par blocs la matrice :

P :“

»

—

—

—

–

1 0 . . . 0
0
... PB
0

fi

ffi

ffi

ffi

fl

.

On a

P´1 :“

»

—

—

—

–

1 0 . . . 0
0
... P´1

B
0

fi

ffi

ffi

ffi

fl

et un calcul par blocs donne

P´1rusBP “

»

—

—

—

–

λ ˚ . . . ˚

0
... P´1

B BPB
0

fi

ffi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

—

–

λ ˚ . . . ˚

0
... B1

0

fi

ffi

ffi

ffi

fl

qui est triangulaire supérieure, donc u est trigonalisable. �

Exercice II.4.8. Soit

A “
1

3

»

–

2 ´1 ´4
´3 0 0
´2 ´2 1

fi

fl

(1) Déterminer le polynôme caractéristique de A.

(2) En déduire que SpRpAq “ t´1, 1u.

(3) Pourquoi A est-elle trigonalisable sur R ?

(4) Étudier E1 et montrer que A n’est pas diagonalisable.

(5) Trigonaliser A.

Solution II.4.9. On pose

B “

»

–

2 ´1 ´4
´3 0 0
´2 ´2 1

fi

fl
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et on calcule :

χApT q “ detpT ¨ Id3 ´Aq

“ 1
33

detp3T ¨ Id3 ´Bq

“ 1
33

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

3T ´ 2 1 4
3 3T 0
2 2 3T ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
L1ÐL1`L2`L3

1
33

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

3T ` 3 3T ` 3 3T ` 3
3 3T 0
2 2 3T ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ T`1
3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 1 1
1 T 0
2 2 3T ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
L3ÐL3´2L1

T`1
3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 1 1
1 T 0
0 0 3T ´ 3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ pT ` 1qpT ´ 1q2.

On en déduit la réponse aux questions p1q ´ p3q : le spectre est l’ensemble des racines du
polynômes caractéristique, A est trigonalisable car χA est scindé sur R.

Pour E1, on résout px, y, zq P kerpA´ Id3q et on obtient

E1 “ tpx, y, zq P R3, x` y “ z “ 0u “ Vect tp1,´1, 0qu.

En particulier, dimpE1q “ 1 ă multp1, χAq et donc A n’est pas diagonalisable.
Pour trigonaliser A on commence par déterminer une base de E´1. Comme multp´1, χ1q “

1, dimRpE´1q “ 1 et il suffit de déterminer un vecteur directeur de E´1 :

E´1 “ Vect Rtp1, 1, 1qu.

On pose alors v1 “ p1, 1, 1q, v2 “ p1,´1, 0q et on cherche v3 de telle sorte que B “ tv1, v2, v3u

soit une base de R3. Si P “ PB
Bcan

, on a

P´1AP “

»

–

´1 0 a
0 1 b
0 0 c

fi

fl .

En effet, si f est l’endomorphisme de R3 représenté par A dans Bcan, P´1AP n’est autre que
la matrice de f dans B. De plus, χP´1AP “ χA et donc nécessairement c “ 1. On prend v3 le
plus simple possible, i.e. v3 “ p0, 0, 1q. On calcul alors a et b via l’équation :

fpv3q “ av1 ` bv2 ` v3.
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On écrit v1, v2 et v3 dans Bcan, ce qui donne le système :
$

&

%

´4
3 “ a ` b

0 “ a ´ b
1
3 “ a ` 1

On trouve a “ b “ ´2
3 et dans la base B on a

rf sB “ P´1AP “

»

–

´1 0 ´2
3

0 1 ´2
3

0 0 1

fi

fl .





Chapitre III

Polynômes d’endomorphismes

Le polynôme caractéristique χu joue un rôle clé dans la réduction d’un endomorphisme
u. Une des raisons est qu’il est un polynôme annulateur de u : par le théorème de Cayley-
Hamilton, χupuq “ 0. Dans ce chapitre, on va donner un sens à la notion de polynôme en
u, et établir un lien entre la structure d’anneau de KrT s et les décompositions de E et de
ses sous-espaces en sommes directes. On verra apparâıtre la notion de polynôme minimal,
un diviseur de χu dont la factorisation donnera un nouveau critère pour déterminer si un
endomorphisme est diagonalisable.

1. L’algèbre Krus et le théorème de Cayley-Hamilton

On commence par introduire les algèbres Krus et KrAs pour donner un sens à χApAq,
avant de démontrer le théorème de Cayley-Hamilton.

1.1. Polynômes d’endomorphismes. Soit ppT q P KrT s, défini par ses coefficients :

ppT q “
d
ÿ

i“0

aiT
i,

où d est le degré de p. On rappelle que pour i P N˚,

Ai “ A ¨A . . . A
looooomooooon

i fois

et de même :

ui “ u ˝ u ˝ . . . ˝ u
looooooomooooooon

i fois

,

avec les conventions

A0 “ Idn

et

u0 “ IdE .

Définition III.1.1. On définit le polynôme d’endomorphisme :

ppuq :“
d
ÿ

i“0

aiu
i P EndKpEq,

et le polynôme de matrice :
d
ÿ

i“0

aiA
i P MnpKq.

On laisse la preuve de la proposition suivante en exercice :

49
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Proposition III.1.2. L’application

Φu : KrT s Ñ EndKpEq
ppT q ÞÑ ppuq

est un morphisme d’algèbres, i.e.
(i) Φu est une application K-linéaire,
(ii) Pour tout pp, qq P KrT s2, Φuppqq “ Φuppq ˝ Φupqq.

Remarque III.1.3. On a de même que l’application suivante est un morphisme d’algèbres :

ΦA : KrT s Ñ MnpKq
ppT q ÞÑ ppAq.

Définition III.1.4. On appelle l’image de Φu, notée KrU s (resp. de ΦA, notée KrAs)
l’espace des polynômes en u (resp. en A). C’est une K-algèbre, et si A “ rusB pour une base
B de E,

Krus Ñ KrAs
ppuq ÞÑ ppAq

est un isomorphisme.

La proposition suivante sera utilisée à plusieurs reprises (on dira que deux polynômes en
u (ou en A) commutent) :

Proposition III.1.5. L’algèbre Krus (resp. KrAs) est commutative, i.e.

@pu1, u2q P ImpΦuq, u1 ˝ u2 “ u2 ˝ u1.

Démonstration. En effet, cela découle de la commutativité de KrT s. Par définition il
existe p1,p2 P KrT s tels que u1 “ p1puq et u2 “ p2puq. On a alors

u1 ˝ u2 “ p1puq ˝ p2puq
“ Φupp1q ˝ Φupp2q

“ Φupp1p2q

“ Φupp2p1q

“ Φupp2q ˝ Φupp1q

“ u2 ˝ u1.

�

1.2. Théorème de Cayley-Hamilton. Ce théorème fondamental fut d’abord obtenu
par Cayley, qui se contenta d’en donner une preuve en dimension 2 et 3 ( !).

Théorème III.1.6 (Théorème de Cayley-Hamilton). Le polynôme caractéristique est un
polynôme annulateur, i.e. pour toute matrice A P MnpKq (resp. tout endomorphisme u P
EndKpEq), χApAq “ 0 (resp. χupuq “ 0).

Remarque III.1.7. On prendra garde à la signification de χApAq. Comme χA P KrT s,
χApAq est le polynôme en A donné par ΦApχAq. Par exemple, si

A “

„

a b
c d



P M2pKq,

alors

χApT q “ T 2 ´ pa` dqT ` pad´ bcq
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et donc
χApAq “ A2 ´ pa` dqA` pad´ bcqId2 P M2pKq.

On ne peut pas remplacer T par A dans
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T ´ a ´b
´c T ´ d

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

car l’expression
„

A´ a ´b
´c A´ d



n’a pas de sens.

Démonstration. On part de la relation

(9) pT Idn ´Aq ¨
tCompT Idn ´Aq “ χApT qIdn.

Notons que la matrice T ¨ Idn ´ A ne fait intervenir que des polynômes de degrés au plus
1, c’est un élément de MnpK1rT sq, tandis que la matrice CompT Idn ´ Aq fait intervenir des
polynômes de degré au plus n ´ 1. On développe tCompT Idn ´ Aq P MnpKn´1rT sq selon le
degré : il existe B0, . . . , Bn´1 P MnpKq telles que

tCompT Idn ´Aq “
n´1
ÿ

i“0

BiT
i.

De même on développe χApT qIdn : il existe b0, . . . , bn P Kn`1 tels que

χApT q “
n
ÿ

i“0

biT
i.

On a alors avec l’équation (9) :

pT ¨ Idn ´AqpBn´1 ¨ T
n´1 ` . . .`B0q “ bnIdn ¨ T

n ` . . .` b0Idn.

On développe le terme de gauche de cette égalité :

Bn´1 ¨ T
n `

n´1
ÿ

i“1

pBn´1´i ´A ¨Bn´iq ¨ T
n´i ´A ¨B0 “ bnIdn ¨ T

n ` . . .` b0Idn.

On identifie les coefficients en T i, pour i P t0, . . . , nu, ce qui donne :

(10)

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

Bn´1 “ bnIdn
Bn´2 ´A ¨Bn´1 “ bn´1Idn,

... “
...

B0 ´A ¨B1 “ b1Idn,
´A ¨B0 “ b0Idn.

On procède alors de la façon suivante : par récurrence sur i ě 1, on fait l’opération Li Ð
Li `A ¨ Li´1 sur les lignes du système (10). Pour i “ n` 1 on obtient :

bnA
n ` bn´1A

n´1 ` . . .` b1A` b0Idn “ 0.

Comme les pbiq sont les coefficients de χApT q, le résultat est démontré. �

Corollaire III.1.8. Soit A P MnpKq une matrice inversible. Alors son inverse A´1 est
un polynôme en A.
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Démonstration. Posons

χApT q “ Tn ` an´1T
n´1 ` . . .` a1T ` a0.

Par le théorème de Cayley-Hamilton,

An ` an´1A
n´1 ` . . .` a1A` a0Idn “ 0

donc

A ¨ pAn´1 ` an´1A
n´2 ` . . .` a1Idnq “ ´a0Idn.

On rappelle que a0 “ p´1qn detpAq ‰ 0 car A est inversible, d’où

´
1

a0
A ¨ pAn´1 ` an´1A

n´2 ` . . .` a1Idnq “ Idn

et
A´1 “ ´ 1

a0
pAn´1 ` an´1A

n´2 ` . . .` a1Idnq

“ ΦAp´
1
a0
pTn´1 ` an´1T

n´2 ` . . .` a1qq.

�

Exercice III.1.9. Soit

A “

„

0 1
2 3



.

(1) Calculer χA.

(2) En déduire A2 et A´1.

Devoir Maison III.1.10. On va donner une autre démonstration du théorème de Cayley-
Hamilton. Soit A P MnpKq. On suppose ici que A est scindée (c’est par exemple le cas si
K “ C). On souhaite montrer que χApAq “ 0.

(1) Montrer que si B “ P´1AP est une matrice semblable à A, alors

χBpBq “ P´1χApAqP.

(2) En déduire que l’on peut supposer A triangulaire supérieure pour prouver le théorème.

(3) On suppose donc A triangulaire supérieure. Soit Bcan “ te1, . . . , enu la base canonique
de Kn.

(a) Montrer que pour tout i P t2, . . . , nu on a pA´ aiiIdnqpeiq P Ke1 ‘ . . .‘Kei´1.

(b) Montrer que pour tout i, j P t1, . . . , nu2,

pA´ aiiIdnqpA´ ajjIdnq “ pA´ ajjIdnqpA´ aiiIdnq.

(c) Déduire de (a) et (b), par récurrence sur j :

@k P t1, . . . , ju, pA´ a11IdnqpA´ a22Idnq . . . pA´ ajjIdnqpekq “ 0.

(4) Montrer que

χApAq “ pA´ a11IdnqpA´ a22Idnq . . . pA´ annIdnq.

(5) Conclure.
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2. Polynôme minimal

On va faire des rappels sur certaines propriétés de l’anneau KrT s. Ces propriétés vont se
traduire par l’existence d’un polynôme minimal µu tel que tout polynôme annulateur de u
soit un multiple de µu. On verra alors que les valeurs propres sont également les racines de
µu, et que sa factorisation est intimement liée à la diagonalisation de u.

2.1. Quelques propriétés de l’anneau KrT s. L’anneau KrT s possède de nombreuses
propriétés algébriques en commun avec Z.

Définition III.2.1. Soient pa,bq P KrT s. On dit que b divise a (ou que a est divisible par
b) s’il existe q P KrT s tel que a “ bq.

Exemple III.2.2. Le polynôme T divise T 3 ` T .

De manière plus générale, il existe sur KrT s une division euclidienne 1(On renvoit à [RW1]
pour une démonstration) :

Théorème III.2.3. Soient pa,bq P KrT s2, b ‰ 0. Il existe un unique couple pq, rq P KrT s2
avec degprq ă degpbq et tel que

a “ bq` r.

Avec les notations du théorème précédent, le polynôme q est appelé le quotient et r le reste
de la division euclidienne de a par b. On rappelle au passage que par convention, degp0q “ ´8.

Définition III.2.4. Soient p1, . . . ,pr des éléments non tous nuls de KrT s. On appelle
pgcd (plus grand commun diviseur) des ppiq1ďiďr, noté pgcdpp1, . . . ,prq, un polynôme p qui
vérifie :

(i) Pour tout i P t1, . . . , ru, p divise pi,
(ii) Si q P KrT s divise chacun des pi, 1 ď i ď r, alors q divise p

Proposition III.2.5. Soient p1, . . . ,pr des éléments non tous nuls de KrT s. Le pgcd des
ppiq1ďiďr existe et est unique à un multiple de K˚ près.

Démonstration. On va utiliser des techniques issues de la théorie des anneaux princi-
paux. Soit

I :“ t
r
ÿ

i“1

aipi, ai P KrT s, i “ 1 . . . ru.

L’ensemble I Ă KrT s est un “idéal” de KrT s, c’est à dire qu’il vérifie 2 :
(i) I est un sous-groupe additif de pKrT s,`q,
(ii) Si a P KrT s et p P I, alors ap P I.

Le fait que KrT s soit euclidien implique que tout idéal de KrT s est principal, autrement dit,
il existe p P KrT s tel que

I “ ppq :“ tap, a P KrT su.
Pour démontrer cela, on considère l’ensemble des degrés des éléments non nuls de I :

D :“ tdegpqq, q P Izt0uu.

1. Ceci fait de KrT s, comme Z, un anneau “principal”. La définition du polynôme minimal peut être revue
dans ce contexte plus abstrait : c’est le polynôme unitaire générateur de l’idéal kerpΦuq. Le lecteur intéressé
pourra consulter [RW1,RW2].

2. On laisse au lecteur le soin de vérifier ces points.
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Alors D est une partie (non vide car les pi sont supposés non tous nuls) de N et admet donc
un plus petit élément n P D. On fixe alors p P Izt0u avec degppq “ n. Montrons comme
annoncé que

I “ ppq.

Il est clair que ppq Ă I, car p P I et par l’axiome piiq des idéaux. Réciproquement, si b P Izt0u,
on effectue la division euclidienne de b par p :

b “ bq` r

où pq, rq P KrT s2 avec degprq ă degppq . Mais alors r “ b´ pq P I par les axiomes piq et piiq.
Ceci contredit la minimalité du degré de p, sauf si r “ 0. D’où p divise b et b P ppq. On a
donc I “ ppq.

On va montrer que p “ pgcdpp1, . . . ,prq. Tout d’abord, pour tout i P t1, . . . , ru, pi P I et
comme I “ ppq, p divise pi. Notons de plus que p P I et donc on peut fixer paiq1ďiďr P KrT sr
tels que

p “
r
ÿ

i“1

aipi.

Si maintenant q divise les polynômes pi, on en déduit que q divise p. p est bien un pgcd
recherché.

Enfin, reste à montrer que ce pgcd est unique à un scalaire non nul près. Soit alors p̃ un
autre pgcd des ppiq1ďiďr. Par définition, p divise p̃, et p̃ divise p. Les polynômes p et p̃ sont
donc de même degré, et la division de l’un par l’autre ( il existe b P KrT s tel que p “ bp̃)
montre qu’ils diffèrent d’une constante multiplicative 3. �

Exercice III.2.6. Déterminer les pgcd des familles suivantes :

(1) pX ´ aq, pX ´ bq où a, b P K2,

(2) X2 ´ 2X ` 1 et X ´ 1.

Définition III.2.7. Soient p1, . . . ,pr des éléments non tous nuls de KrT s. On dit qu’ils
sont premiers entre eux si leur pgcd est une constante, i.e. si

pgcdpp1, . . . ,prq P K˚.

On a alors le Théorème de Bezout, version polynomiale :

Théorème III.2.8 (Théorème de Bézout). Soient p1, . . . ,pr des éléments non tous nuls
de KrT s. Ces polynômes sont premiers entre eux si et seulement si il existe paiq1ďiďr P KrT sr
tels que

a1p1 ` . . .` arpr “ 1.

Démonstration. Le fait que ces polynômes soient premiers entre eux implique (cf preuve
de l’existence du pgcd) que l’idéal qu’ils engendrent est KrT s et donc l’existence des paiq1ďiďr P
KrT sr tels que

a1p1 ` . . .` arpr “ 1.

Réciproquement, tout diviseur des ppiq1ďiďr doit diviser 1 “ a1p1 ` . . . ` arpr, et donc doit
être une constant non nulle. Le résultat suit. �

3. On dit qu’ils sont associés
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Corollaire III.2.9. Si p1, . . . ,pr sont des éléments non tous nuls de KrT s, il existe
paiq1ďiďr P KrT sr tels que

a1p1 ` . . .` arpr “ pgcdpp1, . . . ,prq.

Démonstration. Il suffit de remarquer que si p :“ pgcdpp1, . . . ,prq, alors les polynômes
p{pi sont premiers entre eux. �

Enfin, comme pour les entiers, on peut décomposer les polynômes en produits de facteurs
irréductibles.

Définition III.2.10. Un polynôme p P KrT s est dit irréductible (ou premier) si
(i) p n’est pas une constante (p R K),
(ii) Les seuls diviseurs de p sont les constantes et les polynômes du type λp, où λ P K.

Exemple III.2.11. Les irréductibles de RrXs et CrXs doivent être connus :
‚ Sur C, les polynômes irréductibles sont les polynômes de degré 1, de la forme aT ` b

où pa, bq P C2.
‚ Sur R, les polynômes irréductibles sont les polynômes de degré 1 et ceux de degré 2

dont le discriminant est négatif.

Théorème III.2.12. Soit p P KrT s un polynôme non constant. Alors p admet une décom-
position en produit de facteurs irréductibles, c’est à dire qu’ il existe s P N˚, des polynômes
irréductibles ppiq1ďiďs P KrT ss deux à deux distincts, et des entiers non nuls pniq1ďiďs P Ns
tels que

p “ Πs
i“1p

ni
i .

De plus, si on a une autre décomposition de p en produits d’irréductibles :

p “ Πr
i“1q

mi
i ,

alors s “ r, et il existe une permutation σ P Ss de t1, . . . , su telle que pour tout i P t1, . . . , su,
pi et qσpiq sont égaux à un scalaire multiplicatif près, et ni “ mσpiq.

Démonstration. Pour l’existence, on procède par récurrence sur le degré de p : si p est
irréductible on peut conclure, et sinon on trouve une décomposition de p en produit de deux
polynômes non constants de degrés inférieurs à celui de p, auxquels on applique l’hypothése
de récurrence. Notez que tous les polynômes de degré 1 sont irréductibles dans 4 KrT s.

Pour l’unicité, on peut procéder par récurrence sur s et utiliser le lemme de Gauss. On
renvoit à [RW1] pour les détails. �

Ce Théorème nous sera surtout utile en pratique pour déterminer une factorisation en
produit de facteurs premiers entre eux des polynômes caractéristiques et minimaux que l’on
va rencontrer.

Corollaire III.2.13. Si p, q P KrT s2 se décomposent en produits de facteurs irréductibles
de la façon suivante (on autorise ici mi “ 0 et ni “ 0) :

p “ Πs
i“1p

ni
i

et
q “ Πs

i“1p
mi
i ,

4. Attention, ceci n’est pas vrai dans ArXs pour un anneau A en général. Par exemple 2X` 2 P ZrXs n’est
pas irréductible dans ZrXs.
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alors
pgcdpp, qq “ Πs

i“1p
minpni,miq
i .

En particulier, p et q sont premiers entre eux si et seulement si ils n’ont aucun facteur
irréductible en commun.

2.2. Application : le polynôme minimal. On revient à l’étude de nos endomor-
phismes. On rappelle que u P EndKpEq et A P MnpKq.

Définition III.2.14. On appelle idéal annulateur de u (ou de Φu) l’ensemble de KrT s
défini par :

Iu :“ kerpΦuq “ tp P KrT s, ppuq “ 0u.

Ses éléments sont appelés polynômes annulateurs de u.

Remarque III.2.15. De même, on a l’idéal annulateur de A (ou de ΦA) :

IA :“ kerpΦAq “ tp P KrT s, ppAq “ 0u Ă KrT s
ainsi que les polynômes annulateurs de A.

Le lemme suivant est immédiat.

Lemme III.2.16. Les ensembles Iu et IA sont des idéaux de KrT s.

Théorème III.2.17. Il existe un unique polynôme unitaire µu (resp. µA) tel que

Iu “ pµuq “ taµu, a P KrT su,
(resp. IA “ pµAq).

Démonstration. La preuve est exactement la même que pour montrer l’existence de
p P KrT s tel que I “ ppq dans la démonstration de la Proposition III.2.5 (le caractère unitaire
impose l’unicité). Il faut tout de même s’assurer que Iu ‰ p0q, c’est à dire qu’il existe ψ P
KrT szt0u tel que ψpuq “ 0. Mais comme EndKpEq est un espace vectoriel de dimension n2, la

famille tIdE , u, u
2, . . . , un

2
u est liée, d’où le résultat. �

Définition III.2.18. Le polynôme µu (resp. µA) est appelé polynôme minimal de u (resp.
de A).

Remarque III.2.19. Par définition, µu est le polynôme unitaire de plus petit degré qui
annule u. Si ψ P KrT s est un autre polynôme annulateur de u, alors µu divise ψ.

Par le théorème de Cayley-Hamilton :

Corollaire III.2.20. Le polynôme caractéristique appartient à Iu et est divisible par µu.

Ainsi, les racines de µu sont toutes des valeurs propres de u. En fait on a le résultat
remarquable suivant (valable également pour µA et SpKpAq) :

Théorème III.2.21. Soit λ P K. Alors λ P SpKpuq si et seulement si µupλq “ 0.

Démonstration. Il s’agit de montrer que toute valeur propre de u est racine de µu. Soit
donc λ P SpKpuq. Il existe x ‰ 0 un vecteur tel que upxq “ λx. On calcul alors pour tout
ψ P KrT s :

ψpuqpxq “ ψpλqx.

On a en particulier
0 “ µupuqpxq “ µupλqx,

et comme x est non nul, µupλq “ 0. �
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On en déduit les corollaires suivants :

Corollaire III.2.22. Les racines de µu et χu sont les mêmes. Ainsi, u est scindé sur K
si et seulement si µu l’est.

Démonstration. Le premier énoncé découle du théorème qui précède. Pour le second,
on va se contenter des cas K “ R ou C, qui sont triviaux. �

On laisse au lecteur le soin d’énoncer les résultats analogues pour les matrices.

Exemple III.2.23. Supposons que dimRpEq “ 6 et que χu se décompose en facteurs
premiers comme

χupT q “ pT ´ 1qpT ´ 2qpT 2 ` T ` 1q2.

Alors nécessairement,

µu P tpT ´ 1qpT ´ 2qpT 2 ` T ` 1q, pT ´ 1qpT ´ 2qpT 2 ` T ` 1q2u.

En effet, χu n’est pas scindé donc µu non plus, et 1 et 2 doivent être racines de µu. On identifie
alors les seuls diviseurs de χu possibles.

Exemples III.2.24. On laisse en exercice la preuve des faits suivants :

(1) Si A “ 0, alors µApT q “ T et χApT q “ Tn.

(2) Si A “ Idn, alors µApT q “ T ´ 1 et χApT q “ pT ´ 1qn.

(3) Si

A “

„

0 1
0 0



,

alors χApT q “ µApT q “ T 2.

(4) Si

A “

»

–

1 1 0
0 1 0
0 0 1

fi

fl ,

alors χApT q “ pT ´ 1q3. Nécessairement,

µA P tpT ´ 1q3, pT ´ 1q2, pT ´ 1qu.

Comme A ‰ Id3, on calcule pT ´ 1q2pAq “ 0 et µApT q “ pT ´ 1q2.

Exercice III.2.25. Soit A P MnpRq. On peut également voir A comme un élément de
MnpCq. On dénote par AC l’extension de A au corps des complexes. On va montrer que
χA “ χAC et µA “ µAC .

(1) Montrer en revenant à la définition que χA “ χAC .

(2) Montrer que µAC P IAC .

(3) En déduire que µAC est à coefficients réels.

(4) Conclure que µA “ µAC .

On finit cette section par un théorème fondamental qui donne une dernière caractérisation
des endomorphismes diagonalisables. On a besoin pour cela de la notion suivante :
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Définition III.2.26. Un polynôme p P KrT s est dit simplement scindé (sur K) si il est
scindé et n’admet que des racines simples. Autrement dit, il existe pλ1, . . . , λdq P Kd, λi ‰ λj
pour i ‰ j, et a P K tels que

ppXq “ aΠd
i“1pX ´ λiq.

Théorème III.2.27. Un endomorphisme u P EndKpEq est diagonalisable si et seulement
si son polynôme minimal µu est simplement scindé.

Remarque III.2.28. Bien entendu on a la version matricielle de ce résultat : A P MnpKq
est diagonalisable si et seulement si µA est simplement scindé.

On reporte la preuve de ce résultat à la Section 3.3, car sa démonstration (le sens réci-
proque) nécessite le “Lemme des noyaux” qui est l’objet de la section suivante.

3. Lemme des noyaux

Dans cette partie on étudie de manière systématique le lien entre factorisation d’un poly-
nôme annulateur de u et décomposition de E en somme directe.

3.1. Espaces stables et polynômes. On a déjà rencontré la notion d’espace stable :

Définition III.3.1. Un sous-espace vectoriel F Ă E (resp. F Ă Kn) est dit stable (ou
invariant) par u (resp. par A) si upF q Ă F (resp. A ¨ F Ă F ) 5.

Proposition III.3.2. Soient u, v P EndKpEq. On suppose que u et v commutent, i.e.
u ˝ v “ v ˝ u. Alors Impvq et kerpvq sont stables par u.

Démonstration. Soit y P Impvq, y “ vpxq pour x P E. Alors upyq “ vpupxqq car u et v
commutent, et donc upyq P Impvq.

Soit x P kerpvq. Alors vpupxqq “ upvpxqq “ up0q “ 0 car u ˝ vv “ v ˝ u et vpxq “ 0. D’où
le résultat. �

Le corollaire suivant sera particulièrement utile dans ce cours :

Corollaire III.3.3. Si v P Krus, Impvq et kerpvq sont stables par u, et Impuq et kerpuq
sont stables par v.

Démonstration. L’algèbre Krus est commutative, et le résultat se déduit de la propo-
sition précédente. �

Exemple III.3.4. Pour tout λ P SpKpuq, u et u ´ λIdE commutent, donc Eλ est stable
par u.

Remarque III.3.5. Si F Ă E est un sous-espace vectoriel stable par u, et si G est un
supplémentaire de F dans E, dans la décomposition E “ F ‘G, i.e. dans une base de E de
la forme BF Y BG où BF ,BG sont des bases de F et G, la matrice par bloc de u est de la
forme :

„

B C
0 D



.

Si de plus G est stable par u, C “ 0.

La proposition suivante donne un premier lien entre la décomposition de E en sous-espaces
stables et la factorisation de ses polynômes annulateurs :

5. La notation A ¨ F signifie tA ¨X,X P F u.
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Proposition III.3.6. Soit F Ă E un sous-espace vectoriel stable par u. On pose uF “
u|F P EndKpF q la restriction de u à F . Alors χuF divise χu et µuF divise µu.

Démonstration. On fixe G un supplémentaire de F dans E, ainsi que BF et BG des
bases de F et G. On dispose alors d’une base B “ BE Y BF de E dans laquelle rusB est
triangulaire supérieure par blocs :

rusB “

„

B C
0 D



,

avec B “ ruF sBF par construction. Le calcul par blocs donne

detpT IdE ´ uq “ detpT IddimpF q ´Bq ¨ detpT Idn´dimpF q ´Dq,

d’où χuF divise χu. Par récurrence sur k, on obtient la forme des matrices de uk dans B :

ruksB “

„

Bk ˚

0 Dk



.

Donc pour tout polynôme p P KrT s,

rppuqsB “

„

ppBq ˚

0 ppDq



,

et si la matrice rppuqsB est nulle, alors ppBq “ 0. En particulier, µupBq “ 0, et comme
B “ ruF sBF , µuF divise µu par minimalité. �

3.2. Le lemme des noyaux. On conseil au lecteur de relire la Section 3.4 du Chapitre
I avant d’étudier cette section.

Théorème III.3.7 (Lemme des noyaux). Soit ppT q “ p1pT qp2pT q, où pp,p1,p2q P KrT s3.
Alors

(1) On a

kerppgcdpp1,p2qpuqq “ kerpp1puqq X kerpp2puqq,

(2) Si de plus pgcdpp1,p2q “ 1, alors

kerpppuqq “ kerpp1puqq ‘ kerpp2puqq,

(3) Si de plus pgcdpp1,p2q “ 1, et ppuq “ 0, alors

(a) E se décompose en somme directe

E “ kerpp1puqq ‘ kerpp2puqq,

(b) Les projecteurs E Ñ kerppipuqq, i “ 1, 2, sont des polynômes en u,

(c) Impp1puqq “ kerpp2puqq et Impp2puqq “ kerpp1puqq.

Le corollaire suivant sera la forme la plus utilisée de ce résultat :

Corollaire III.3.8. Soit p P Iu un polynôme annulateur de u. Si p se décompose ppT q “
p1pT q . . . pspT q, où pp1, . . . ,psq P KrT ss sont premiers entre eux 2 à 2, alors

E “
s
à

i“1

kerppipuqq

et les projecteurs E Ñ kerppipuqq sont des polynômes en u.
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Remarque III.3.9. Ainsi, le corollaire III.3.8 s’applique à toute décomposition de χu ou
µu en produit de facteurs premiers entre eux 2 à 2.

Démonstration. On procède par récurrence sur s. Le cas s “ 1 est impliqué par p P Iu.
Supposons le résultat vrai au rang s P N˚ et montrons le au rang s` 1. On pose q :“ p1 . . . ps
de telle sorte que p “ qps`1. Les polynômes q et ps`1 sont premiers entre eux, et on peut
appliquer le lemme des noyaux :

E “ kerpqpuqq ‘ kerpps`1puqq.

De plus, les projecteurs sur ces deux espaces sont des polynômes en u. L’espace F :“ kerpqpuqq
est stable par u et q annule par définition la restriction de u à cet espace. On peut alors
appliquer l’hypothèse de récurrence à uF “ u|F , et on obtient la décomposition souhaitée
(notez que le point p1q du lemme des noyaux implique que kerppipuqq “ kerppipuF qq pour
i ‰ s`1). Comme la restriction de u à F est donnée par la composition de u avec la projection
sur F , et comme cette projection est un polynôme en u, on obtient la forme polynomiale de
tous les projecteurs par récurrence également. �

Démonstration du lemme des noyaux. On pose q :“ pgcdpp1,p2q. Par le théorème
de Bézout, on peut fixer pa1, a2q P KrT s2 tel que

(11) q “ a1p1 ` a2p2.

On va montrer le point p1q :

kerpqpuqq “ kerpp1puqq X kerpp2puqq.

Par définition du pgcd, on peut fixer bi P KrT s, i “ 1, 2, tel que

pi “ biq.

Mais alors pipuq “ bipuq ˝ qpuq et kerpqpuqq Ă kerpp1puqq X kerpp2puqq. Réciproquement,
l’équation (11) donne qpuq “ a1puq ˝ p1puq ` a2puq ˝ p2puq, d’où l’on déduit que kerpp1puqq X
kerpp2puqq Ă kerpqpuqq.

On suppose désormais que pgcdpp1,p2q “ 1, et l’équation (11) implique alors

(12) IdE “ a1puq ˝ p1puq ` a2puq ˝ p2puq,

avec pa1puq, a2puq,p1puq,p2puqq P Krus4 qui commutent entre eux.
On peut alors montrer le point p2q. Notez que par p1q,

kerpp1puqq X kerpp2puqq “ kerpIdEq “ t0Eu

et donc kerpp1puqq et kerpp2puqq sont en somme directe. Comme p “ p1p2, on a kerppipuqq Ă
kerpppuqq, i “ 1, 2. Reste à montrer que

kerpppuqq Ă kerpp1puqq ` kerpp2puqq.

On définit pour cela les endomorphismes :

pi :“ aipuq ˝ pipuq, i P t1, 2u.

Soit x P kerpppuqq. Alors par (12),

x “ p1pxq ` p2pxq.
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De plus, p1pxq P kerpp2puqq. En effet,

p2puq ˝ p1pxq “ p2puq ˝ a1puq ˝ p1puqpxq
“ a1puq ˝ p1puq ˝ p2puqpxq
“ a1puq ˝ ppuqpxq
“ 0

car x P kerpppuqq. De même on démontre que p2pxq P kerpp1puqq, d’où le résultat.
En addition on suppose maintenant que p est un polynôme annulateur de u. On va dé-

montrer le point p3q. Par p2q, comme ppuq “ 0,

E “ kerpp1puqq ‘ kerpp2puqq.

On rappelle l’équation (12) :
IdE “ p1 ` p2.

Comme ppuq “ 0, on a également
p1 ˝ p2 “ 0,

ce qui implique par la Proposition I.3.34 que p1 et p2, sont des projecteurs et que

E “ Impp1q ‘ Impp2q.

On a déjà vu dans la preuve de p2q que Impp1q Ă kerpp2puqq. Pour l’inclusion inverse, si
p2puqpxq “ 0, alors p2pxq “ 0 et on a x “ p1pxq P Impp1q. Les projecteurs sur les espaces
kerpp1puqq et kerpp2puqq sont donc les applications p2 et p1 qui sont bien des polynômes en
u.

Pour conclure, il reste à montrer que kerpp2puqq “ Impp1puqq. On a clairement par défi-
nition de p1 que kerpp2puqq “ Impp1q Ă Impp1puqq. La réciproque s’obtient alors simplement
du fait que p2puq ˝ p1puq “ ppuq “ 0. �

Remarque III.3.10. Pour mettre en pratique le lemme des noyaux, si p est un polynôme
annulateur de u, on procède ainsi :

(1) On commence par factoriser p “ p1 . . . pr en produit de polynômes deux à deux pre-
miers entre eux, avec pour tout i, pi une puissance d’un polynôme irréductible.

(2) On décompose en éléments simples

1

ppT q
“

r
ÿ

i“1

aipT q

pipT q

où pour tout i P t1, . . . , ru, degpaiq ă degppiq. On en déduit en multipliant par p :

1 “
r
ÿ

i“1

aiqi,

où qi :“ p{pi est le quotient de p par pi.

(3) On a alors

IdE “
r
ÿ

i“1

pi,

avec pi “ aipuq˝qipuq. On peut alors vérifier que les ppiq1ďiďr sont bien les projecteurs
associés à la décomposition du lemme des noyaux

E “
s
à

i“1

kerppipuqq.
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Bien évidement, plus le polynôme annulateur est de petit degré, et plus les calculs sont aisés.
En pratique, on sait toujours calculer le polynôme caractéristique. Le polynôme minimal sera
un diviseur de ce polynôme, et si on peut l’identifier, lui appliquer le lemme des noyaux sera
bien plus simple.

On va illustrer la méthode décrite dans la remarque précédente par un exemple.

Exemple III.3.11. Soit u : R3 Ñ R3 défini par

rusBcan “ A “

»

–

2 ´2 4
2 ´3 2
´2 1 ´4

fi

fl P M3pRq,

On a déjà calculé le polynôme caractéristique de cette matrice (Exemple II.3.9) :

χApT q “ pT ` 1qpT ` 2q2.

Ici on décompose χA “ p1p2 où pApT q “ pT ` 1q et p2pT q “ pT ` 2q2. La décomposition en
éléments simples (théorique) de 1

χA
est de la forme

1

χA
“ qpT q `

a1pT q

T ` 1
`

b1pT q

T ` 2
`

b2pT q

pT ` 2q2

où q est la partie entière, degpa1q ă degpT ` 1q et degpbiq ă degpT ` 2q. Bien entendu, la
partie entière est nulle, a1, b1 et b2 sont des constantes, et on peut mettre les derniers termes
sur le même dénominateur pour obtenir l’existence de a2pT q P R1rT s tel que

1

χA
“

a1pT q

T ` 1
`

a2pT q

pT ` 2q2
.

On peut obtenir les coefficients par identification, et on trouve

1

χA
“

1

3

ˆ

1

pT ` 1q
´

T ` 1

pT ` 2q2

˙

.

On multiplie par χA et on évalue en A :

Id3 “
1

3

`

pA` 2Id3q
2 ´ pA` Idq2

˘

.

D’après le lemme des noyaux,

R3 “ kerpA` Idq ‘ kerppA` 2Id3q
2q

et les projecteurs sont donnés par :

R3 Ñ kerpA` Idq
X ÞÑ 1

3pA` 2Id3q
2X

et
R3 Ñ kerppA` 2Idq2q
X ÞÑ ´1

3pA` Idq2X.

On peut calculer directement ces projecteurs à l’aide du calcul matriciel. On reviendra sur
cet exemple à la section suivante.
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3.3. Retour sur la diagonalisation. On fini ce chapitre par la preuve du Théorème
III.2.27. On rappelle son énoncé :

Théorème III.3.12. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) u est diagonalisable,
(ii) µu est simplement scindé.

Démonstration. Supposons u diagonalisable. On pose

ppT q “ ΠλPSpKpuq
pT ´ λq.

On sait que u, et donc µu est scindé, et que de plus les valeurs propres de u sont les racines
de µu. Donc p divise µu. D’autre part, ppuq “ 0. En effet, comme u est diagonalisable,

E “
à

λPSpKpuq

Eλ,

et il suffit de montrer que pour tout λ P SpKpuq et tout x P Eλ, ppuqpxq “ 0. Mais si x P Eλ,
pT ´λIdEqpuqpxq “ upxq´λx “ 0. On a bien p P Iu et donc µu divise p. Comme p et µu sont
unitaires, ils sont égaux et µu est simplement scindé.

Pour la réciproque, supposons µu simplement scindé. On a alors

µupT q “ ΠλPSpKpuq
pT ´ λq

car les racines de µu sont exactement les valeurs propres de u. Comme les pT ´λq, λ P SpKpuq,
sont deux à deux premiers entre eux, le lemme des noyaux permet de conclure :

E “
à

λPSpKpuq

kerpu´ λIdEq.

�

Corollaire III.3.13. Un endomorphisme u P EndKpEq est diagonalisable si et seulement
si il annule un polynôme simplement scindé sur K.

Démonstration. Si u est diagonalisable il annule µu qui est simplement scindé par le
théorème précédent. Réciproquement, si Iu contient un polynôme simplement scindé p, par
définition µu divise p et est donc lui-même simplement scindé. Le théorème précédent implique
alors que u est diagonalisable. �

Avec la Proposition III.3.6 on en déduit :

Corollaire III.3.14. Supposons u diagonalisable. Alors la restriction de u à tout sous-
espace vectoriel stable par u est diagonalisable.

Exemple III.3.15. On revient sur l’exemple

rusBcan “ A “

»

–

2 ´2 4
2 ´3 2
´2 1 ´4

fi

fl P M3pRq.

On a vu (Exemple II.3.9) que A était diagonalisable 6. Son polynôme minimal est donc sim-
plement scindé et égal à

µupT q “ pT ` 1qpT ` 2q.

6. Notez que pour prouver que A est diagonalisable nous n’avons pas besoin de calculer une base de vecteurs
propres. Pour cet exemple il était facile de remarquer que pour toute valeur propre λ on avait dimpEλq “
multpλ, χAq.
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On procède alors à la décomposition en éléments simples de son inverse :

1

µupT q
“

1

T ` 1
´

1

T ` 2

ce qui donne
Id3 “ pA` 2Id3q ´ pA` Id3q.

D’après le lemme des noyaux,

R3 “ kerpA` Idq ‘ kerpA` 2Id3q

et les projecteurs sont donnés par :

p´1 : R3 Ñ kerpA` Idq
X ÞÑ pA` 2Id3qX

et
p´2 : R3 Ñ kerppA` 2Idqq

X ÞÑ ´pA` IdqX.

On calcul aisément

rp´1sBcan “

»

–

4 ´2 4
2 ´1 2
´2 1 ´2

fi

fl

et

rp´2sBcan “

»

–

´3 2 ´4
´2 2 ´2
2 ´1 3

fi

fl .

On en déduit une base de vecteurs propres de u, car pour λ P SpKpuq, Imppλq “ Eλ, et
l’image de pλ est engendrée par les vecteurs colonnes de la matrice rpλsBcan . Ainsi, E´1 “

Vect tp2, 1,´1qu et E´2 “ Vect tp´3,´2, 2q, p2, 2,´1qu. On a alors, si on pose

P “

»

–

2 ´3 2
1 ´2 2
´1 2 ´1

fi

fl ,

P´1AP “ Diagp´1,´2,´2q.

Exercice III.3.16. Soit

B “

»

–

5 ´1 ´1
0 6 3
´2 ´2 1

fi

fl P M3pRq.

(1) Montrer que
χBpT q “ pT ´ 3q2pT ´ 6q.

(2) En déduire
R3 “ kerppB ´ 3Id3q

2q ‘ kerpB ´ 6Id3q.

(3) Déterminer les projecteurs associés à cette décomposition.

(4) En déduire une base de kerppB ´ 3Id3q
2q et de kerpB ´ 6Id3q.

Exercice III.3.17. Soit A P MnpCq. Montrer que s’il existe k P N tel que Ak “ Idn, alors
A est diagonalisable.



Chapitre IV

Réduction de Jordan et décomposition de Dunford

Comme on l’a vu dans les chapitres précédents, un endomorphisme n’est pas forcément
diagonalisable. Il est pour cela nécessaire et suffisant que son polynôme minimal soit sim-
plement scindé. Cela dit, sur C (ou sur K algébriquement clos), tout endomorphisme est
scindé, et ceci implique que tout endomorphisme est trigonalisable. On va étudier dans ce
chapitre les endomorphismes trigonalisables. On verra en particulier la forme de Jordan et la
décomposition de Dunford pour ces endomorphismes.

On conserve les notations : E est un K-espace vectoriel de dimension finie n, u P EndKpEq
et A P MnpKq.

1. Espaces caractéristiques

On commence par étudier une décomposition de E en “sous-espaces caractéristiques” in-
duite par le lemme des noyaux.

Définition IV.1.1. Soit λ P SpKpuq (resp. λ P SpKpAq). On appelle espace caractéristique
associé à λ le sous-espace vectoriel Fλ Ă E (resp. Fλ Ă Kn) défini par

Fλ “
ď

jě0

kerpu´ λIdEq
j

(resp.
Ť

jě0 kerpA´ λIdnq
j).

Ainsi, par définition, on a pour tout λ P SpKpuq

t0u Ă Eλ Ă Fλ Ă E.

Lemme IV.1.2. Soit f P EndKpEq. Alors pour tout j P N,

kerpf jq Ă kerpf j`1q.

Démonstration. Si x P ker f j , on calcule f j`1pxq “ fpf jpxqq “ fp0q “ 0. �

On déduit de ce lemme appliqué à f “ u´ λIdE :

t0u Ă kerpu´ λIdEq Ă . . . Ă kerpu´ λIdEq
j Ă kerpu´ λIdEq

j`1 Ă . . . Ă E.

Proposition IV.1.3. Soit λ P SpKpEq. On pose mλ :“ multpλ, µuq. On a alors

(1) kerpu´ λIdEq
mλ´1 ( kerpu´ λIdEq

mλ,

(2) @j ě mλ, kerpu´ λIdEq
j “ kerpu´ λIdEq

mλ.

En conclusion,
Fλ “ kerpu´ λIdEq

mλ .

On dit que la suite d’espaces kerpu´ λIdEq
j stationne à partir du rang mλ. On montrera

dans la prochaine section que pour j ď mλ ´ 1, on a

kerpu´ λIdEq
j ( kerpu´ λIdEq

j`1.

65
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Démonstration. On applique le lemme des noyaux à

µupT q “ pT ´ λq
mλfpT q

où fpT q et pT ´ λq sont premiers entre eux. On obtient :

(13) E “ kerpu´ λIdEq
mλ ‘ kerpfpuqq.

Pour montrer p1q, on sait que kerpu ´ λIdEq
mλ´1 Ă pu ´ λIdEq

mλ . Supposons par l’absurde
que kerpu´λIdEq

mλ´1 “ kerpu´λIdEq
mλ . On obtient alors pT´λqmλ´1fpT q est un polynôme

annulateur de u, ce qui contredit la minimalité de µu. En effet, si x P E s’écrit x “ y` z dans
la décomposition (13)

pu´ λqmλ´1 ˝ fpuqpxq “ pu´ λqmλ´1 ˝ fpuqpyq ` pu´ λqmλ´1 ˝ fpuqpzq
“ fpuq ˝ pu´ λqmλ´1pyq ` pu´ λqmλ´1 ˝ fpuqpzq
“ 0` 0

car fpuq, pu´ λIdEq P Krus commutent.
Pour le point p2q, on remarque que si j ě mλ, le polynôme pT ´ λqjfpT q annule u. Du

lemme des noyaux on déduit une autre décomposition de E :

E “ kerpu´ λIdEq
j ‘ kerpfpuqq,

et donc dimpkerpu ´ λIdEq
jq “ dimpkerpu ´ λIdEq

mλq, d’où légalité des espaces car kerpu ´
λIdEq

mλ Ă kerpu´ λIdEq
j . �

Corollaire IV.1.4. Un endomorphisme scindé u P EndKpEq est diagonalisable si et
seulement si pour tout λ P SpKpEq, Eλ “ Fλ.

Démonstration. Sous ces hypothèses, u est diagonalisable si et seulement si µu est
simplement scindé, si et seulement si pour tout λ P SpKpuq, mλ “ 1. D’où le résultat. �

Théorème IV.1.5. Soit λ P SpKpEq. On pose mλ :“ multpλ, µuq et nλ “ multpλ, χuq.
Alors

dimpFλq “ nλ.

Démonstration. On utilise la décomposition (13) de la proposition précédente :

E “ kerpu´ λIdEq
mλ ‘ kerpfpuqq “ Fλ ‘ kerpfpuqq

où µ“pT ´ λq
mλf , fpλq ‰ 0 et où les espaces Fλ et kerpfpuqq sont stables par u (ce sont des

noyaux de polynômes en u). Dans une base adaptée à cette décomposition (notez que u|Fλ
est trigonalisable car scindé), la matrice de u prend la forme

„

Aλ 0
0 B



où B P Mn´dimpFλqpKq et Aλ P MdimpFλqpKq qui représente u|Fλ est triangulaire supérieure
avec uniquement λ sur la diagonale. On en déduit le polynôme caractéristique :

χupT q “ χAλpT qχBpT q “ pT ´ λq
dimpFλqχBpT q.

D’autre part fpT q annule la restriction de u à kerpfpuqq donc les racines de χB sont des zéros
de f . Comme fpλq ‰ 0, λ n’est pas racine de χB et donc nλ “ multpλ, χuq “ dimpFλq. �
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Pour résumer la situation, si u est scindé, ce qui est toujours le cas sur C, on peut écrire

µupT q “ ΠλPSpKpuq
pT ´ λqmλ ,

χupT q “ ΠλPSpKpuq
pT ´ λqnλ ,

et on a pour tout λ P SpKpuq, mλ ď nλ,

E “
à

λPSpKpuq

Fλ “ kerpu´ λIdEq
mλ

où
dimpFλq “ nλ.

Par ailleurs les Fλ sont stables par u, donc dans une base de la forme B “
Ť

λPSpKpuq
Bλ, où

Bλ est une base de Fλ, on a

rusB “

»

—

—

—

–

Aλ1 0 . . . 0

0 Aλ2 0
...

... 0
. . . 0

0 . . . 0 Aλr

fi

ffi

ffi

ffi

fl

où Aλ “ ru|FλsBλ . Enfin, uλ :“ u|Fλ est trigonalisable (il annule pT ´ λqmλ qui est scindé) et
on peut choisir une base Bλ dans laquelle Aλ soit triangulaire supérieure :

Aλ “

»

—

—

—

–

λ ˚ . . . ˚

0 λ ˚
...

... 0
. . . ˚

0 . . . 0 λ

fi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Si on pose f :“ pu ´ λIdEq|Fλ , on a fmλ “ 0. Afin de déterminer une forme spécifique pour
Aλ, on est donc amené à étudier des endomorphismes qui annule Xm, m P N˚.

2. Endomorphismes nilpotents

Définition IV.2.1. On dit que u (resp. A) est nilpotent (resp. nilpotente) d’indice m si
um “ 0 et um´1 ‰ 0 (resp. Am “ 0 et Am´1 ‰ 0).

Remarque IV.2.2. Un endomorphisme est donc nilpotent d’indice m P N˚ si Tm est son
polynôme minimal. Il est alors scindé et sa seule valeur propre est 0. De plus, u est nilpotent
si et seulement si un “ 0 (ou n “ dimpEq).

On énonce le résultat suivant pour un endomorphisme. On laisse au lecteur le soin de le
formuler dans le cas des matrices.

Proposition IV.2.3. Soit v P EndKpEq un endomorphisme nilpotent d’indice m. Alors
la suite pkerpvjqqjPN˚ est croissante pour l’inclusion, strictement croissante de 0 à m puis
stationnaire à E.

Démonstration. On sait déjà d’après la section précédente que cette suite d’espaces
est croissante et stationne à E, ainsi que kerpvm´1q ( ker vm. Reste à montrer qu’elle est
strictement croissante pour j ď m´ 1.

Supposons alors que ker vj “ ker vj`1 où j ď m´ 2. On a alors vm´j´1pEq Ă ker vj`1 “

ker vj . Mais alors Tm´1 annule u, ce qui est absurde. �
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Remarque IV.2.4. Notons les faits suivants :

(1) Une matrice A P MnpKq est nilpotente si et seulement si A est semblable à une matrice
triangulaire supérieure avec des zéros sur la diagonale.

(2) Si v est nilpotent d’indice m,

t0u ( ker v ( . . . ( ker vj ( . . . ( ker vm “ E.

La matrice nilpotente par excellence est la suivante :

Définition IV.2.5. On définit le bloc de Jordan principal Jm, m P N˚, par

Jm :“

»

—

—

—

—

—

—

–

0 1 0 . . . 0

0 0 1 0
...

...
. . .

. . . 0
...

. . . 1
0 . . . . . . . . . 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

P MmpKq.

Proposition IV.2.6. Le bloc de Jordan principal est une matrice nilpotente d’indice m.

Démonstration. Un calcul direct montre que

J2
m :“

»

—

—

—

–

0
0 Jm´1
...
0 . . . . . . 0

fi

ffi

ffi

ffi

fl

,

et une récurrence permet de conclure. �

On a alors le théorème suivant :

Théorème IV.2.7. Soit v P EndKpEq un endomorphisme nilpotent d’indice m. Alors il
existe pm1, . . . ,msq P pN˚qs tel que m1` . . .`ms “ n et m “ maxtm1, . . . ,msu, ainsi qu’une
base B de E telle que

rvsB “ DiagpJm1 , . . . , Jmsq.

Exemple IV.2.8. Donner la matrice DiagpJ2, J1, J3q.

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur la dimension de E.
Soit x P E tel que vm´1pxq ‰ 0. On peut vérifier que la famille

BF :“ tvm´1pxq, . . . , vpxq, xu

est libre. De plus, le sous-espace F Ă E de E engendré par cette famille est stable par
u. Supposons trouvé un supplémentaire G à F stable par u. Alors dans la décomposition
E “ F ‘G, on aura

rvsB “

„

Jm 0
0 ˚



où B est une base du type BF YBG. On peut alors appliquer l’hypothèse de récurrence à v|G
et conclure.

Reste donc à montrer l’existence de G. Pour cela on peut passer au dual E_. Soit φ P E_

telle que φpvm´1pxqq ‰ 0. On définit cette fois-ci

BG :“ tφ ˝ vm´1, . . . , φ ˝ v, φu,
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et on vérifie de la même manière que c’est une famille libre de E_. On pose alors G l’orthogonal
de Vect pBGq. Comme VectBG est stable par v˚, G est stable par v. De plus, la dimension de
G est égale à la dimension de E moins celle de F . Reste donc à montrer que F XG “ t0u, ce
qui peut être vérifié directement. �

Remarque IV.2.9. La forme donnée dans le théorème ci-dessus est unique à permutation
des blocs près. En effet, par le point p2q de la Remarque IV.2.4, si l’on pose dj :“ dimpker vjq,
on remarque que dj ´ dj´1 est le nombre de blocs de Jordan de la forme Jl avec l ě j qui
apparaissent dans l’écriture DiagpJm1 , . . . , Jmsq. Ces blocs de Jordan sont donc uniquement
déterminés par les dimensions des espaces ker vj , et donc par v.

Exercice IV.2.10. Soit

A :“

»

–

0 1 1
0 0 1
0 0 0

fi

fl

(1) Montrer que A est nilpotente d’indice 3.

(2) Montrer qu’il n’existe pas de matrice B P M3pRq avec B2 “ A.

Exercice IV.2.11. Soit A P M4pRq une matrice nilpotente. Montrer que A est semblable
à l’une des matrices suivantes :
»

—

—

–

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

–

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

.

3. Réduction de Jordan

Des deux sections précédentes on déduit le résultat suivant :

Théorème IV.3.1 (Réduction de Jordan). Soit u P EndKpEq scindé sur K. On pose

@λ P SpKpuq, Fλ “ kerpu´ λIdEq
mλ ,

où mλ “ multpλ, µuq. Alors, pour tout λ P SpKpuq, il existe une base Bλ de Fλ (de cardinal
multpλ, χuq) telle que dans B :“

Ť

λPSpKpuq
Bλ on ait

rusB “ DiagpJλ1,mλ1,1 , . . . , Jλ1,mλ1,s1 , Jλ2,mλ2,1 , . . . , Jλ2,mλ2,s2 , . . . , Jλr,mλr,sr q,

où pour tout pλ, iq P Kˆ N, Jλ,i :“ λIdi ` Ji.

Remarque IV.3.2. Les blocs du type Jλ,i sont appelés blocs de Jordan. La décomposition
en blocs de Jordan est unique à permutation des blocs près.

Ainsi, sur C, toute matrice A est semblable à une matrice diagonale par blocs où tous
les blocs sont des blocs de Jordan. De plus, cette forme diagonale par blocs est unique à
permutation des blocs près. On obtient alors une description des “classes de similitudes” des
matrices de MnpCq (i.e. des classes d’équivalence sous la relation A „ B si A et B sont
semblables).

En pratique, la méthode pour déterminer la “forme de Jordan” d’une matrice A (c’est
à dire déterminer P P GLpKq telle que P´1AP soit diagonale par blocs de Jordan) est la
suivante :

(1) Déterminer le polynôme minimal de A,
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(2) Décomposer ce polynôme en produit de facteurs premiers entre eux deux à deux de
type pT ´ λqmλ ,

(3) Pour chacun des Fλ “ kerpA ´ λIdnq
mλ , procéder de la façon suivante (on note dj “

dimpkerpA´ λIdnq
jq :

(a) Déterminer une famille libre F1 de δmλ :“ dmλ ´ dmλ´1 vecteurs tx1, . . . , xδmλ u de

kerpA´ λIdnq
mλz kerpA´ λIdnq

mλ´1.

(b) On applique pA´ λIdEq à cette famille, puis on complète

tpA´ λIdnqx1, . . . , pA´ λIdnqxδmλ u

en une famille libre F2 de dmλ´1 ´ dmλ´2 vecteurs de

kerpA´ λIdnq
mλz kerpA´ λIdnq

mλ´1.

(c) On itère ce procédé, jusqu’à obtenir ainsi une base de Fλ en prenant la réunion :
Y
mλ
i“1Fi. Dans cette base on obtient la forme de Jordan désirée.

Exercice IV.3.3. Donner la forme de Jordan de la matrice

A “

»

—

—

–

´2 2 ´4 9
´2 2 ´3 6
1 ´1 2 ´3
0 0 0 1

fi

ffi

ffi

fl

.

Solution IV.3.4. On commence par calculer

χApT q “ T pT ´ 1q3.

Le lemme des noyaux donne

R4 “ F1 ‘ F0

où Fλ est l’espace caractéristique associé à la valeur propre λ, de dimension nλ “ multpλ, χAq.
On en déduit que A est semblable à l’une des matrices suivantes selon la valeur de m1 “

multp1, µAq :

m1 “ 1 :

»

—

—

–

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

,m1 “ 2 :

»

—

—

–

1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

,m1 “ 3 :

»

—

—

–

1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

.

Il s’agit alors d’identifier m1. On calcule

A´ Id4 “

»

—

—

–

´3 2 ´4 9
´2 1 ´3 6
1 ´1 1 ´3
0 0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

,

et on vérifie que dimpkerpA ´ Id4qq “ 2 ă dimpF1q, donc m1 ě 2 (car A n’est pas diagonali-
sable). On calcul alors

pA´ Id4q
2 “

»

—

—

–

1 0 2 ´3
1 0 2 ´3
0 0 0 0
0 0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

,
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de rang 1, et donc de noyau de dimension 3 “ dimpF1q. On a donc F1 “ kerppA ´ Id4q
2q et

m1 “ 2. Pour déterminer une matrice de changement de base P , on commence par déterminer

E0 “ Vect tv4 “ p1, 1, 0, 0qu,

puis

E1 “ tp´2z ` 3t,´z, z, tq, pz, tq P R2u.

On choisit alors v3 P kerppA ´ Id4q
2qz kerpA ´ Id4q, par exemple v3 “ p1, 0, 1, 1q, on pose

v2 “ pA ´ Id4qv3 “ p2, 1,´1, 0q, et enfin on complète tv2u en une base de kerpA ´ Id4q par
v1 “ p3, 0, 0, 1q. On a alors une base B “ tv1, . . . , v4u et une matrice P “ PB

Bcan
:

P “

»

—

—

–

3 2 1 1
0 1 0 1
0 ´1 1 0
1 0 1 0

fi

ffi

ffi

fl

telles que

P´1AP “

»

—

—

–

1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

.

Exercice IV.3.5. Montrer que si A P MnpCq, alors A est semblable à sa transposée.

4. Décomposition de Dunford

Après avoir déterminé les classes de similitudes des matrices à l’aide de la réduction de
Jordan, nous allons nous intéresser à une autre décomposition utile, celle de Dunford. Ici,
nous n’allons pas chercher une nouvelle base, mais décomposer directement la matrice (ou
l’endomorphisme) de départ.

On utilisera les deux lemmes suivants :

Lemme IV.4.1. Soient pu, vq P EndKpEq deux endomorphismes diagonalisables qui com-
mutent. Alors u et v sont simultanément diagonalisables.

Démonstration. Comme u est diagonalisable,

E “
à

λPSpKpuq

Eλ,

où Eλ “ kerpu ´ λIdEq. De plus, pour tout λ P SpKpuq, Eλ est stable par v car u et v
commutent. La restriction de v à Eλ est encore diagonalisable (son polynôme minimal divise
celui de v qui est simplement scindé par hypothèse). Si pour tout λ P SpKpuq on fixe une base
Bλ de Eλ qui rend rv|Eλs diagonale, on obtient une base B “

Ť

λPSpKpuq
Bλ dans laquelle rusB

et rvsB sont diagonales. �

Remarque IV.4.2. Notez que ce lemme implique que la somme de deux endomorphismes
diagonalisables qui commutent est diagonalisable. En effet, il suffit de considérer une base dans
laquelle les deux endomorphismes en question sont représentés par des matrices diagonales,
la somme de ces matrices est encore diagonale.

Lemme IV.4.3. Soient pu, vq P EndKpEq deux endomorphismes nilpotents qui commutent.
Alors u` v est nilpotent.
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Démonstration. Comme u et v commutent, la formule du binôme de Newton est va-
lable. On pose alors m le maximum des indices de nilpotence de u et v, et on calcule

pu` vq2m “
2m
ÿ

i“0

ˆ

2m

i

˙

ui v2m´i “ 0

car pour i ě m, ui “ 0, et pour i ď m, v2m´i “ vm´i`m “ 0. �

Théorème IV.4.4 (Décomposition de Dunford). Soit u P EndKpEq un endomorphisme
scindé. Alors il existe un unique couple pd, vq tel que

(i) d est diagonalisable et v nilpotent,
(ii) d et v commutent,
(iii) u “ d` v.

De plus, si E “
À

λPSpKpEq
Fλ est la décomposition de E en sous-espaces caractéristiques de

u, et pπλ : E Ñ FλqλPSpKpuq
les projections associées alors

(14) d “
ÿ

λPSpKpuq

λπλ

(15) v “ u´ d “
ÿ

λPSpKpuq

pu´ λIdEq ˝ πλ

et v est nilpotent d’indice maxtmultpλ, µuq, λ P SpKpuqu.

Bien entendu, cet énoncé (et les deux précédents) admettent des versions matricielles.

Remarque IV.4.5. Notons que la réciproque de ce résultat est vrai et plus facile à voir :
s’il existe un couple pd, vq P EndKpEq qui vérifie les points piq ´ piiiq du Théorème IV.4.4,
alors u est scindé.

Démonstration. Pour prouver l’existence, on pose d et v comme dans l’énoncé (i.e.
définis par les formules (14) et (15)). Notez que πλ est un polynôme en u par le lemme des
noyaux, donc pv, dq P Krus2, et v et d commutent, ce qui prouve piiq. Le point piiiq est claire
par construction. Pour piq, d est diagonalisable car somme d’endomorphismes diagonalisables
qui commutent deux à deux (πλ1 ˝ πλ2 “ πλ2 ˝ πλ1 “ 0). Enfin, v est bien nilpotent d’indice
m “ maxtmultpλ, µuq, λ P SpKpuqu. En effet, comme pour tout pλ, λ1, λ2q P SpKpuq

3,
— πλ1 ˝ πλ2 “ 0 si λ1 ‰ λ2,
— π2

λ “ πλ,
— πλ P Krus,

on a

vm “
ÿ

λPSpKpuq

pu´ λIdEq
m ˝ πλ.

Comme pour tout λ P SpKpuq, pu ´ λIdEq
m ˝ πλ est la restriction de pu ´ λIdEq

m à Fλ, et
comme m ě multpλ, µuq, pu´ λIdEq

m ˝ πλ “ 0. D’où vm “ 0.
Enfin, pour l’unicité, si pv1, d1q est un autre couple qui vérifie piq´piiiq, on constate que v1

commute à pv1 ` d1q (v1 et d1 commutent), donc commute avec u et donc avec tout polynôme
en u. D’où v1 commute avec v. De même d1 commute avec d. Mais alors

d` v “ d1 ` v1
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implique d´d1 “ v1´ v. Comme ces endomorphismes commutent, par le Lemme IV.4.3 v1´ v
est nilpotent et par le Lemme IV.4.1 d ´ d1 est diagonalisable. Un endomorphisme à la fois
diagonalisable et nilpotent est nul, d’où d “ d1 et v “ v1. �

Remarque IV.4.6. Attention à bien vérifier que les deux endomorphismes obtenus com-
mutent. Étudiez l’exemple suivant :

A “

„

1 2
0 3



.

Alors A “ D `N , où

D “

„

1 0
0 3



, N “

„

0 2
0 0



,

D est diagonale et N nilpotente. Cependant ce n’est pas la décomposition de Dunford de A :
DN ‰ ND. Il est clair que A est diagonalisable (son polynôme caractéristique est simplement
scindé), donc sa décomposition de Dunford est simplement A “ A` 0, et ici la matrice nulle
joue le rôle de la partie nilpotente.

Exercice IV.4.7. Déterminer la décomposition de Dunford de la matrice

A “

»

–

5 ´1 ´1
0 6 3
´2 ´2 1

fi

fl .

Solution IV.4.8. On calcul

χApT q “ pT ´ 3q2pT ´ 6q.

La dimension de kerpA´3Id3q “ 1, on a donc E3 ‰ F3 (car F3 est de dimension multp3, χAq “
2) et A n’est pas diagonalisable. On cherche alors une décomposition de Dunford, et pour cela
il nous faut les projecteurs πλ sur les espaces caractéristiques Fλ. On sait que µApT q “ χApT q
(car A n’est pas diagonalisable donc µApT q ‰ pT ´ 3qpT ´ 6q). On calcul alors

1

χApT q
“

1

9
p

1

T ´ 6
´

T

pT ´ 3q2
q.

De là on a

Id3 “
1

9
pA´ 3Id3q

2 ´
1

9
ApA´ 6Id3q,

d’où

π6 “
1

9
pA´ 3Id3q

2

et

π3 “ ´
1

9
ApA´ 6Id3q.

On calcul alors (noter qu’ici π6 “ Id3 ´ π3, ce qui simplifie les calculs)

D “ 3π3 ` 6π6 “ 6Id3 ´ 3π3 “ 6Id3 ´ 2A`
A2

3

et donc

D “

»

–

5 ´1 ´1
´2 4 1
0 0 3

fi

fl
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est diagonalisable,

N “ A´D “

»

–

0 0 0
2 2 2
´2 ´2 ´2

fi

fl

est nilpotente, et A “ D `N est la décomposition de Dunford de A.



Chapitre V

Applications

On va mettre en pratique les résultats des chapitres précédents. Dans ce chapitre on
suppose que K “ R ou C.

1. Puissances et exponentielle de matrices

Soit A P MnpCq.

1.1. Puissances. On est intéressé par le calcul de Am pour m P N˚. Notons que le
nombre d’opérations nécessaires pour calculer näıvement le produit AB de deux matrices
carrées A et B de taille n est de n3 produits et n2pn´ 1q sommes de complexes. Le calcul de
Am nécessiterait donc pm ´ 1qn3 produits et pm ´ 1qpn ´ 1qn2 sommes. On va voir ici deux
méthodes qui simplifient les calculs.

Méthode 1 : On peut utiliser la division euclidienne de Tm par un polynôme annulateur de A,
par exemple χApT q ou µApT q. Idéalement, on choisira un polynôme annulateur de
petit degré pour simplifier la division euclidienne. Par exemple, on effectue la division
euclidienne de Tm par µApT q : il existe un couple pq, rq P CrT s tel que

Tm “ qpT qµApT q ` rpT q

avec degprq ă degpµAq. Notez que pour calculer r, on peut évaluer en les valeurs
propres ; pour tout λ P SpCpAq,

λm “ qpλqµApλq ` rpλq “ rpλq.

Si toutes les valeurs propres sont distinctes, on obtient autant d’équations (7SpCpAq “
degpµAq équations) que d’inconnues (nombre de coefficients inconnus de r est au plus
degprq ` 1 ď degpµAq). On peut alors identifier r par résolution d’un système linéaire.
Si µA dispose de racines multiples, on peut dériver l’équation Tm “ qpT qµApT q` rpT q
par rapport à T et évaluer en ces valeurs propres. Par exemple, si λ est valeur propre
double, on a

mλm´1 “ q1pλqµApλq ` qpλqµ1Apλq ` r1pλq “ r1pλq

car µApλq “ µ1Apλq “ 0 comme λ est valeur propre double. On obtient de la même façon
autant d’équations que d’inconnues, et on peut déterminer r à partir de la connaissance
des puissances des valeurs propres.

Le calcul de puissance pour A donne alors :

Am “ qpAqµApAq ` rpAq “ rpAq

car µA est un polynôme annulateur. Si m ě degpµAq les puissances de matrices à
calculer dans rpAq sont inférieures à m, et on obtient un calcul plus simple (modulo le
calcul de µA et de ses racines les valeurs propres).

75
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Méthode 2 : Supposons que l’on dispose de la décomposition de Dunford pour A : A “ D ` N
avec DN “ ND, D diagonalisable et N nilpotente d’indice p. On commence alors par
diagonaliser D : il existe P P GLnpCq telle que P´1DP “ ∆, où ∆ “ Diagpλ1, . . . , λnq
est diagonale et les pλiq sont les valeurs propres de D (et A). On a alors, en posant
N 1 “ P´1NP

Am “ pD `Nqm

“ pP pP´1DP ` P´1NP qP´1qm

“ P p∆`N 1qmP´1

“ P
řm
i“0

`

m
i

˘

∆ipN 1qm´i.

Ici, le binôme de Newton peut être utilisé car ∆ et N 1 commutent comme D et N
commutent. Dans ce binôme, les puissance de ∆ sont facilement calculées :

∆i “ Diagpλi1, . . . , λ
i
nq.

Comme N est nilpotente d’indice p, N 1 l’est aussi, et seule les p´1 premières puissances
de N 1 interviennent.

1.2. Exponentielle de matrices. On va définir exppAq, qui sera utilisée dans la section
suivante pour résoudre des systèmes linéaires d’équations différentielles. La formule est la
suivante :

exppAq “
`8
ÿ

k“0

Ak

k!
“ lim

pÑ`8

p
ÿ

k“0

Ak

k!
P MnpCq.

On admet le résultat suivant (notez que l’existence, et même le sens, de la limite ci-dessus
n’est pas évident) :

Théorème V.1.1. L’exponentielle de matrice est bien définie.

On va voir comment calculer cette exponentielle en pratique, ainsi que quelques unes de
ses propriétés.

Exemples V.1.2. Si A “ Diagpλ1, . . . , λnq,

exppAq “ Diagpeλ1 , . . . , eλnq.

Si A est nilpotente d’indice m,

exppAq “ Idn `A`
A2

2!
` . . .`

Am´1

pm´ 1q!
.

Si A est triangulaire supérieure de la forme

A “

»

—

—

—

–

λ1 ˚ ˚ ˚

0 λ2 ˚ ˚
...

. . .
. . . ˚

0 . . . 0 λn

fi

ffi

ffi

ffi

fl

alors exppAq est triangulaire supérieure de la forme

exppAq “

»

—

—

—

–

eλ1 ˚ ˚ ˚

0 eλ2 ˚ ˚
...

. . .
. . . ˚

0 . . . 0 eλn

fi

ffi

ffi

ffi

fl

.
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Lemme V.1.3. Pour tout P P GLnpCq,
exppP´1AP q “ P´1 exppAqP.

Démonstration. Pour tout k P N˚,
pP´1AP qk “ P´1AkP.

On en déduit que pour les sommes partielles :
p
ÿ

k“0

pP´1AP qk

k!
“ P´1

p
ÿ

k“0

Ak

k!
P.

Le résultat suit par passage à la limite (on admet ce point). �

Remarque V.1.4. Ce lemme permet de définir l’exponentielle d’un endomorphisme à
l’aide de sa représentation matricielle.

Corollaire V.1.5. Soit A P MnpCq, alors exppAq est inversible, et

detpexppAqq “ etrpAq.

Démonstration. La matrice A est trigonalisable : il existe P P GLnpCq telle que

P´1AP “ B :“

»

—

—

—

–

λ1 ˚ ˚ ˚

0 λ2 ˚ ˚
...

. . .
. . . ˚

0 . . . 0 λn

fi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Le lemme précédent donne

exppAq “ P exppBqP´1 “ P

»

—

—

—

–

eλ1 ˚ ˚ ˚

0 eλ2 ˚ ˚
...

. . .
. . . ˚

0 . . . 0 eλn

fi

ffi

ffi

ffi

fl

P´1.

On en déduit

detpexppAqq “ Πn
i“1e

λi “ expp
n
ÿ

i“1

λiq ‰ 0.

On en déduit que exppAq est inversible. De plus, comme trpAq “ trpBq “
řn
i“1 λi, le résultat

suit. �

On admet le résultat suivant :

Théorème V.1.6. Soit pA,Bq P MnpCq2. On suppose A et B commutent. Alors

exppAq exppBq “ exppA`Bq “ exppBq exppAq.

Remarque V.1.7. Attention, le résultat n’est pas vrai en général si A et B ne commutent
pas. Ainsi, pour

A “

„

0 1
0 0



, B “

„

0 0
1 0



,

A et B ne commutent pas et exppAq exppBq ‰ exppBq exppAq.

Corollaire V.1.8. Soit A P MnpCq. Alors

exppAq´1 “ expp´Aq.
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On a également le corollaire suivant qui permet de calculer en pratique une exponentielle
de matrice à l’aide de la décomposition de Dunford :

Corollaire V.1.9. Soit A “ D `N la décomposition de Dunford de A, où DN “ ND,
D diagonalisable et N nilpotente d’indice m. Alors

exppAq “ exppDqp
m´1
ÿ

j“0

N j

j!
q.

Dans la formule ci-dessus, on calcule exppDq en déterminant P P GLnpCq telle que

P´1DP “ Diagpλ1, . . . , λnq,

et on obtient

exppDq “ PDiagpeλ1 , . . . , eλnqP´1.

2. Suites récurrentes linéaires

Définition V.2.1. On appelle suite récurrente linéaire d’ordre n toute suite pxkqkPN P KN

définie par une “relation de récurrence linéaire” de la forme :

(16) @k P N, xn`k “ an´1xn´1`k ` . . .` a0xk

où pa0, . . . , an´1q P Kn est fixé.

Une telle suite est donc entièrement déterminée par la donnée de px0, . . . , xn´1q P Kn et
de la relation de récurrence linéaire.

Exemples V.2.2. Les suites récurrentes linéaires d’ordre 1 sont les suites géométriques.
La suite de Fibonacci, définie par f0 “ 0, f1 “ 1, fn`2 “ fn`1 ` fn est une suite récurrente
linéaire d’ordre 2.

On va se ramener à une présentation matricielle. On fixe pxkqkPN une telle suite et on pose

@k ě 1, Xk “

»

—

—

—

—

—

–

xk
xk`1

...

...
xk`n´1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

, X0 “

»

—

—

—

—

—

–

x0

x1
...
...

xn´1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

, A “

»

—

—

—

—

—

–

0 1 0 . . . 0
... 0 1

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 . . . . . . 0 1
a0 a1 . . . . . . an´1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

On remarque alors que pxkqkPN est déterminée par

@k ě 0, Xk`1 “ AXk

et donc

@k ě 0, Xk “ AkX0.

On peut alors déterminer pxkqkPN via un calcul de puissances de matrice comme dans la
Section 1.1 de ce chapitre.

Remarque V.2.3. On peut démontrer que l’espace S des suites définies par la relation
(16) est un K-espace vectoriel de dimension n. Si on pose

u : KN Ñ KN

pxkqkPN ÞÑ pxk`1qkPN
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et

ppT q “ Tn ´ an´1T
n´1 ´ . . .´ a1T ´ a0

on remarque que

S “ kerpppuqq.

On peut alors déterminer une base de S on décomposant p en produit de facteurs deux à deux
premiers entre eux. En effet, si p “ Πr

i“1pT ´ riq
mi est une telle décomposition, le lemme des

noyaux 1 donne alors

S “
r
à

i“1

kerpu´ riIdq
mi .

On peut alors vérifier que les suites
!

pkjrki qkPN, j P t0, . . . ,mi ´ 1u
)

forment une base de kerpu´ riIdq
mi , et on obtient une base de S par réunion.

Exercice V.2.4. Déterminer une base de l’espace des suites définies par une relation de
récurrence linéaire d’ordre 2 sur C.

3. Résolutions de systèmes différentiels linéaires

On pose

E :“ C8pR,Kq.

C’est un espace vectoriel de dimension infinie sur K.

Définition V.3.1. On appelle système différentiel linéaire à coefficients constants et à n
inconnues un système de la forme

(17)

$

’

’

’

&

’

’

’

%

x11ptq “ a11x1ptq ` a12x2ptq ` . . .` a1nxnptq ` b1ptq
x12ptq “ a21x1ptq ` a22x2ptq ` . . .` a2nxnptq ` b2ptq

...
x1nptq “ an1x1ptq ` an2x2ptq ` . . .` annxnptq ` bnptq

où les coefficients

paijq1ďi,jďn P Kn2

sont des constantes, le “second membre”

pb1ptq, . . . , bnptqq P E
n,

et les “inconnues”

px1ptq, . . . , xnptqq

sont recherchées dans E. Une “donnée initiale” pour le système (17) est la donnée de t0 P R
et xipt0q “ xi,0 P K pour i P rr1, nss.

1. Notez ici que l’on utilise les points p1q et p2q du lemme des noyaux, qui se généralisent directement à la
dimension infinie.
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Exemple V.3.2. Pour n “ 1, on obtient simplement l’équation différentielle du premier
ordre :

x1ptq “ axptq ` bptq.

On rappelle que l’équation homogène associée est

(18) x1ptq “ axptq,

de solutions
SolH “ tt ÞÑ λeat, λ P Ku,

et si f P E est une solution particulière de (18) (obtenue par exemple via la méthode de
variation de la constante), alors l’ensemble des solutions de (18) est

Sol “ tt ÞÑ fptq ` λeat, λ P Ku.
La méthode de variation de la constante donne la formule générale suivante pour les solutions
de (18) :

xptq “ λeat ` eat
ż t

t0

e´asbpsqds

et si on impose la condition initiale xpt0q “ x0, alors l’unique solution est

eapt´t0qx0 ` e
at

ż t

t0

e´asbpsqds.

On va voir que ces formules se généralisent en dimension supérieure, à l’aide de l’exponentielle
de matrices.

On considère le système différentiel (17). On va le reformuler en termes matriciels. On
pose

A “ raijs1ďi,jďn P MnpKq,
puis

Bptq “

»

—

–

b1ptq
...

bnptq

fi

ffi

fl

, Xptq “

»

—

–

x1ptq
...

xnptq

fi

ffi

fl

, X 1ptq “

»

—

–

x11ptq
...

x1nptq

fi

ffi

fl

,

vus comme des vecteurs de n fonctions lisses, et enfin la donnée initiale

X0 “

»

—

–

x1,0
...

xn,0

fi

ffi

fl

.

On appelle alors A la “matrice du système”, B le “second membre” et X “l’inconnue”. Le
système (17) est alors équivalent à l’équation matricielle

(19) X 1ptq “ AXptq `Bptq,

avec condition initiale Xp0q “ X0. On appelle système différentiel linéaire homogène associé
à (19) le système

(20) X 1ptq “ AXptq.

On utilisera des résultats généraux sur la dérivation de matrices à coefficients dans E. On
définit, pour Aptq “ raijptqs P Mm,npEq,

A1ptq :“ ra1ijptqs P Mm,npEq.
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Lemme V.3.3. Soient pX,Y q deux vecteurs à valeurs dans E, et λ P K. Alors

pλXptq ` Y ptqq1 “ λX 1ptq ` Y 1ptq.

Soient Aptq, Bptq P Mp,qpEq et Cptq P Mq,rpEq. Alors

pA`Bq1ptq “ A1ptq `B1ptq

et
pBCq1ptq “ pB1Cqptq ` pBC 1qptq.

Exercice V.3.4. Donner la preuve du lemme précédent.

On admet également le résultat suivant :

Proposition V.3.5. Soit A P MnpKq. Alors

pexpptAqq1ptq “ A expptAq “ expptAqA.

On peut alors démontrer :

Théorème V.3.6. L’espace des solutions de ( 20) est

SolH “ tt ÞÑ expppt´ t0qAqX0, X0 P Knu.

Remarque V.3.7. L’espace des solutions SolH est un K-espace vectoriel de dimension n
et de base donnée par les fonctions

t ÞÑ expppt´ t0qAqei

où peiq1ďiďn est la base canonique de Kn.

Démonstration. Avec la Proposition V.3.5 on vérifie aisément que les fonctions t ÞÑ
expppt´ t0qAqX0 sont des solutions de (20). Réciproquement, si Y ptq est une solution de (20),
on pose X “ expp´pt´ t0qAqY ptq et on calcule

X 1ptq “ pexpp´pt´ t0qAqq
1Y ptq ` expp´pt´ t0qAqY

1ptq
“ ´A expp´pt´ t0qAqY ptq ` expp´pt´ t0qAqAY ptq
“ ´A expp´pt´ t0qAqY ptq `A expp´pt´ t0qAqY ptq
“ 0.

Le vecteur Xptq est donc constant, Xptq “ Xpt0q :“ X0, et on obtient

Y ptq “ expppt´ t0qAqX0.

�

De là on déduit exactement comme dans le cas n “ 1 :

Théorème V.3.8. L’espace des solutions de ( 19) est

Sol “ tt ÞÑ F ptq ` expptAqX0, X0 P Knu,

où F ptq est une solution particulière de ( 19). La méthode de variation de la constante donne
la formule générale suivante pour les solutions de ( 19) :

Xptq “ expptAqX0 ` expptAq

ż t

t0

expp´sAqBpsqds

et si on impose la condition initiale Xpt0q “ X0, alors l’unique solution est

expppt´ t0qAqX0 ` expptAq

ż t

t0

expp´sAqBpsqds.
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Exercice V.3.9. Résoudre le système différentiel suivant :
"

X 1ptq “ AXptq `Bptq
Xp0q “ X0

où

A “

»

–

5 ´1 ´1
0 6 3
´2 ´2 1

fi

fl , Bptq “

»

–

et

0
0

fi

fl , X0 “

»

–

0
1
0

fi

fl .

Remarque V.3.10. Il existe d’autres méthodes pour résoudre un système de la forme
(17). Ainsi, si on suppose A trigonalisable, il existe P P GLnpKq telle que P´1AP “ C “

rcijs P MnpKq soit triangulaire supérieure. On se ramène alors au système

Z 1ptq “ CZptq ` B̃ptq

en posant Zptq “ P´1Xptq et B̃ptq “ P´1Bptq. Ce système est équivalent aux équations
suivantes :
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

z11ptq “ c11z1ptq ` c12z2ptq ` . . . ` . . . ` c1nznptq ` b̃1ptq

z12ptq “ 0 ` c22z2ptq ` . . . ` . . . ` c2nznptq ` b̃2ptq
...

z1n´1ptq “ 0 ` . . . ` 0 ` cn´1n´1zn´1ptq ` cn´1nznptq ` b̃n´1ptq

z1nptq “ 0 ` . . . ` . . . ` 0 ` cnnznptq ` b̃nptq

que l’on peut résoudre successivement en partant de la dernière ligne.
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