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Résumé. Ces notes de cours sont issues d’un cours de M2 sur la géométrie torique donné en
2021 à l’université de Rennes.

La géométrie torique est un riche sujet à l’intersection de différentes branches des ma-
thématiques telles que la géométrie algébrique, la géométrie symplectique, la géométrie et
l’analyse convexe, la combinatoire, etc. Le point de vu de ce cours est celui de la géométrie
algébrique, et on se restreindra dans tout le cours au corps des nombres complexes.

Les objets étudiés sont les variétés toriques, variétés complexes munies d’une action effec-
tive d’un tore complexe avec une orbite ouverte et dense. L’existence de cette action simplifie
drastiquement leur description : elles sont encodées par des éventails de cones polyhédraux
strictement convexes dans un espace vectoriel réel. Ces objets issus de la géométrie convexe
fournissent un nouveau langage dans notre dictionnaire algebro-géométrique pour décrire
les variétés toriques. Celui ci permet d’obtenir des preuves simples de résultats profonds, et
donne également de manière explicite une riche famille d’exemples de variétés algébriques.

Malgré le fait que les variétés toriques sont très particulières dans le spectre des variétés
algébriques, elles donnent une bonne classe d’exemples pour se familiariser avec de nombreux
concepts, et également, de manière plus ambitieuse, pour tester des théories nouvelles et des
conjectures.
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Chapitre I

Rappels sur les variétés

Dans ce chapitre, on rappelle les notions de géométrie algébrique qui seront utilisées dans
ce cours. Les preuves des résultats énoncés peuvent être trouvées dans [CLO].

1. Variétés affines

Soit n un entier positif.

1.1. Premières définitions. L’espace affine de dimension n sur C est l’ensemble

Cn “ tpa1, . . . , anq : ai P Cu.
Soient f1, . . . , fs des polynômes de Crx1, . . . , xns. On pose

Vpf1, . . . , fsq “ tpa1, . . . , anq P Cn : fipa1, . . . , anq “ 0 pour tout i P t1, . . . , nu u .

On appelle Vpf1, . . . , fsq la variété affine définie par les polynômes f1, . . . , fs. Ces variétés
affines sont les cartes locales qui permettent de définir les variétés algébriques, objets d’étude
de ce cours. On note tout d’abord que l’ensemble des variétés affines est stable par union et
intersection.

Lemme I.1.1. Si V et W sont des variétés affines alors, V YW et V XW sont des variétés
affines. De plus, si V “ Vpf1, . . . , fsq et W “ Vpg1, . . . , gtq, alors :

V XW “ Vpf1, . . . , fs, g1, . . . , gtq et V YW “ Vpfi gj : 1 ď i ď s, 1 ď j ď tq.

Exercice I.1.2. Démontrer le Lemme I.1.1.

L’objet algébrique qui définit une variété est un idéal :

Définition I.1.3. Un sous-ensemble I Ă Crx1, . . . , xns est un idéal si

(1) I est un sous-groupe de Crx1, . . . , xns (pour l’addition),

(2) @f P I, @h P Crx1, . . . , xns, hf P I.

On rappelle que Crx1, . . . , xns est noethérien, et donc que tout idéal I de Crx1, . . . , xns
admet une base, c’est à dire une famille génératrice finie de I (en tant que module sur
Crx1, . . . , xns) :

Théorème I.1.4 (théorème de la base de Hilbert). Tout idéal I Ă Crx1, . . . , xns admet
un ensemble fini de générateurs, c’est-à-dire, il existe g1, . . . , gt P I tel que

I “ xg1, . . . , gty

où

xg1, . . . , gty :“ th1g1 ` . . .` htgt, hi P Crx1, . . . , xnsu.

Les bases d’un même idéal définissent la même variété affine.
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6 I. RAPPELS SUR LES VARIÉTÉS

Lemme I.1.5. Si f1, . . . , fs et g1, . . . , gt sont des bases du même idéal, c’est-à-dire si

xf1, . . . , fsy “ xg1, . . . , gty,

alors
Vpf1, . . . , fsq “ Vpg1, . . . , gtq.

Exercice I.1.6. Démontrer le Lemme précédent.

On peut alors définir :

Définition I.1.7. Soit I un idéal de Crx1, . . . , xns . On note VpIq la variété affine associée
à I, définie par :

VpIq :“ ta P Cn | @f P I, fpaq “ 0u.

Inversement, on obtient un idéal à partir d’une variété affine.

Définition I.1.8. Soit V Ă Cn une variété affine. On pose

IpV q “ tf P Crx1, . . . , xns | @a P V, fpaq “ 0u .

L’ensemble IpV q est appelé idéal de V .

Exercice I.1.9. Vérifier que IpV q est un idéal.

Le lemme suivant est immédiat.

Lemme I.1.10. Si f1, . . . , fs P Crx1, . . . , xns, alors xf1, . . . , fsy Ă IpVpf1, . . . , fsq q.

Exercice I.1.11. Donner un exemple où l’inclusion du lemme ci-dessus est stricte.

La donnée V ÞÑ IpV q renverse les inclusions :

Proposition I.1.12. Si V ĂW sont deux variétés affines de Cn, alors IpW q Ă IpV q.

1.2. Correspondance entre idéaux et variétés affines. Pour un idéal engendré par
f1, . . . , fs P Crx1, , . . . , xns on peut construire la variété affine Vpf1, . . . , fsq. Inversement, si
l’on se donne une variété affine V de Cn, on construit un idéal IpV q de Crx1, . . . , xns. Le
Nullstellensatz de Hilbert permet de faire une correspondance entre ces deux constructions,
en ajoutant une restriction sur les idéaux considérés. On considère les applications

I : tvariétés affines de Cnu Ñ tidéaux de Crx1, . . . , xnsu
V ÞÑ IpV q

et
V : tidéaux de Crx1, . . . , xnsu Ñ tvariétés affines de Cnu

I ÞÑ VpIq.
Les résulstats fondamentaux sont les suivants :

Théorème I.1.13 (Nullstellensatz faible). Si un idéal I Ă Crx1, . . . , xns vérifie VpIq “ H,
alors I “ Crx1, . . . , xns.

Théorème I.1.14 (Nullstellensatz de Hilbert). Si f, f1, . . . , fs P Crx1, . . . , xns sont tels
que f P IpVpf1, . . . , fsq q, alors il existe m P N˚ tel que fm P xf1, . . . , fsy.

Ce dernier motive la définition suivante :

Définition I.1.15. Un idéal I est radical si pour tout f P Crx1, . . . , xns, f
m P I pour un

certain m P N˚ entrâıne f P I.
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Lemme I.1.16. Soit V une variété affine. IpV q est un idéal radical.

Définition I.1.17. Soit I Ă Crx1, . . . , xns un idéal. Le radical de I, noté
?
I, est l’en-

semble
?
I “ tf P Crx1, . . . , xns | Dm P N˚ , fm P Iu .

Lemme I.1.18.
?
I est un idéal radical de Crx1, . . . , xns.

On peut alors reformuler le résultat de Hilbert :

Théorème I.1.19 (Nullstellensatz fort). Si I est un idéal de Crx1, . . . , xns, alors

IpVpIq q “
?
I.

De là découle la correspondance entre idéaux et variétés.

Théorème I.1.20 (Correspondance idéaux-variétés). On a les résultats suivants pour les
applications I et V :

(1) I et V renversent l’inclusion.

(2) Pour toute variété affine V , on a Vp IpV qq “ V (en particulier I est injective).

(3) Les applications

I : tvariétés affines de Cnu Ñ tidéaux radicaux de Crx1, . . . , xnsu et

V : tidéaux radicaux de Crx1, . . . , xnsu Ñ tvariétés affines de Cnu

sont des bijections réciproques.

1.3. Variétés irréductibles et idéaux premiers.

Définition I.1.21. Une variété affine V Ă Cn est dite irréductible si pour toute égalité
V “ V1 Y V2 où V1 et V2 sont des variétés affines de Cn, on a V “ V1 ou V “ V2.

Définition I.1.22. Un idéal I Ă Crx1, . . . , xns est dit premier si @f, g P Crx1, . . . , xns,
si fg P I, alors f P I ou g P I.

Proposition I.1.23. Soit V Ă Cn une variété affine. Alors, V est irréductible si et
seulement si IpV q est un idéal premier.

Exercice I.1.24. Démontrer la proposition précédente.

Les fonction I et V induisent donc une correspondance entre les variétés affines irréduc-
tibles de Cn et les idéaux premiers de Crx1, . . . , xns. Parmis les idéaux premiers, les idéaux
maximaux jouent un rôle particulier.

Définition I.1.25. Un idéal I Ă Crx1, . . . , xns est dit maximal si I ‰ Crx1, . . . , xns et si
tout idéal J contenant I est tel que J “ I ou J “ Crx1, . . . , xns. Un idéal I Ă Crx1, . . . , xns
est dit propre si I ‰ Crx1, . . . , xns.

Exercice I.1.26. Un idéal maximal de Crx1, . . . , xns est premier.

Proposition I.1.27. L’idéal I “ xx1´a1, . . . , xn´any Ă Crx1, . . . , xns où a1, . . . , an P C
est maximal.

En fait, on a la réciproque :
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Théorème I.1.28. Tout idéal maximal de Crx1, . . . , xns est de la forme

xx1 ´ a1, . . . , an ´ any où a1, . . . , an P C .

Il y a donc une correspondance entre les idéaux maximaux de Crx1, . . . , xns et les point
de Cn. Afin d’étendre ce résultat et caractériser les points d’une variété affine, on a besoin de
l’anneau de coordonnées d’une variété.

1.4. Anneau de coordonnées d’une variété affine. Pour étudier certaines notions
géométriques d’une variété affine, il est plus commode d’utiliser son anneau de coordonnées,
plutôt que son idéal.

Définition I.1.29. Soient V Ă Cm et W Ă Cn deux variétés affines. Une fonction
Φ : V Ñ W est dite application polynomiale ou application régulière s’il existe f1, . . . , fn P
Crx1, . . . , xms telles que pour tout a P V ,

Φpa1, . . . , amq “ pf1pa1, . . . , amq, . . . , fnpa1, . . . , amq q .

On dit que pf1, . . . , fnq représente Φ.

Proposition I.1.30. Soit V Ă Cn une variété affine. Alors,

(1) f, g P Crx1, . . . , xns représentent la même fonction polynomiale sur V si et seulement
si f ´ g P IpV q.

(2) pf1, . . . , fnq et pg1, . . . , gnq représentent la même application polynomiale de V vers
Cn si et seulement si fi ´ gi P IpV q pour tout i P t1, . . . , nu.

On note CrV s la collection des fonctions polynomiales définies sur V à valeurs dans C.

Définition I.1.31. On appelle CrV s l’anneau de coordonnées (ou anneau des fonctions
régulières) de la variété affine V .

Lemme I.1.32. Soit V une variété affine, alors CrV s – Crx1, . . . , xns{IpV q .

Proposition I.1.33. Soit V une variété affine. Les affirmations suivantes sont équiva-
lentes.

(1) V est irréductible ;

(2) IpV q est un idéal premier ;

(3) CrV s est un anneau intègre.

Exercice I.1.34. Prouver le lemme et la proposition précédents.

La correspondance entre variétés et idéaux donne alors :

Proposition I.1.35. Deux variétés affines sont isomorphes si et seulement si leurs an-
neaux de coordonnées sont isomorphes.

De plusn, les anneaux de coordonnées de variétés affines peuvent être caractérisés parmis
les C-algèbres :

Proposition I.1.36. Une C-algèbre R est isomorphique à l’anneau de coordonnées d’une
variété affine si et seulement si R est une C-algèbre de type fini sans nilpotent non-nul.

Par ailleurs, on peut caractériser les points d’une variété affine à l’aide de son anneau de
coordonnées :
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Proposition I.1.37. Soit V une variété affine. Pour tout point p P V , l’ensemble

tf P CrV s | fppq “ 0u

est un idéal maximal de CrV s. Tout idéal maximal de CrV s est de cette forme.

Remarque I.1.38. Afin de souligner le lien entre V et CrV s, on notera

V “ SpecpCrV sq.
Le foncteur Spec peut être défini pour toute C-algèbre de type fini sans nilpotent R en posant
SpecpRq l’ensemble de ces idéaux maximaux. En principe, la construction de Spec nécessite
de considérer tous les idéaux premiers (dans ce cas, notre Spec serait plutôt noté Specm pour
préciser la restriction sur les idéaux maximaux). Comme notre cours ne fera pas intervenir les
schemas, cette restriction n’a pas d’importance.

1.5. Topologie de Zariski. Les variétés que l’on considèrera disposeront de deux to-
pologies, la topologie usuelle (induite par celle de Cn) et celle de Zariski. Soit V une variété
affine de Cn.

Définition I.1.39. Une sous-variété W Ă V de V est la donnée d’une variété affine W
de Cn incluse dans V .

Définition I.1.40. Soit V une variété affine. Sa topologie de Zariski est la topologie dont
les fermés sont donnés par les sous-variétés de V .

Exercice I.1.41. Montrer que la topologie de Zariski est plus grossière que la topologie
usuelle.

On donne quelques résulstats et définition utiles sur la topologie de Zariski.

Proposition I.1.42. Soit S Ă Cn. La variété affine Vp IpSq q est la plus petite variété
affine contenant S.

Définition I.1.43. La clôture de Zariski d’un sous-ensemble S Ă Cn est la plus petite
variété affine contenant S ; on la note S. On a S “ Vp IpSq q.

Proposition I.1.44. Si V et W sont des variétés affines tel que V Ă W , alors W “

V Y pW ´ V q.

Soient f1, . . . , fs P CrV s. Ces fonctions régulières induisent une application polynomiale
Φ : V Ñ Cs définie par Φpxq “ pf1pxq, . . . , fspxqq. La correspondance entre variétés et
anneaux de coordonnées donne alors une application Φ˚ via

Φ˚ : Crx1, . . . , xss Ñ CrV s
P ÞÑ P ˝ Φ.

On note Y “ ImpΦq la fermeture de Zariski de l’image de Φ.

Lemme I.1.45. L’application Φ˚ satisfait kerpΦ˚q “ IpY q.

Exercice I.1.46. Prouver ce lemme.

Certains ouverts de Zariski sont eux mêmes des variétés affines, et jouent un rôle particulier
dans la définition des variétés abstraites. Soit f P CrV szt0u. On pose

Vf “ tp P V | fppq ‰ 0u Ă V

Exercice I.1.47. Montrer que Vf est une variété affine.
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On suppose de plus que V est irreductible, de tel sorte que CrV s est intègre et CpV q, le
corps des fractions de CrV s, est bien défini. On pose alors CrV sf la localisation de CrV s en
f :

CrV sf :“ t
g

fm
P CpV q | g P CrV s,m P Nu.

Proposition I.1.48. Sous ces conditions, SpecpCrV sf q “ Vf .

Exercice I.1.49. Montrer la proposition précédente.

1.6. Variétés affines lisses, singulières, normales. L’essentiel des variétés que nous
rencontreront dans ce cours seront normales. Ceci impose en particulier une restriction sur
leurs singularités.

Définition I.1.50. Soit R un anneau intègre et K son corps de fraction. L’anneau R
est normal si tout élément α P K qui est entier sur R (c’est-à-dire, α est une racine d’un
polynôme unitaire de Rrxs) vérifie α P R.

Définition I.1.51. Une variété affine irréductible V est normale si son anneau de coor-
données CrV s est normal.

Exemple I.1.52. La variété Cn est normale, car son anneau de coordonnées Crx1, . . . , xns
est factoriel.

Exemple I.1.53. La variété C “ Vpx3 ´ y2q Ă C2 est une courbe plane irreductible et
non normale (considérer p yxq

2 “ x dans CrCs).

Une variété affine V admet une normalisation définie de la manière suivante. Soit

CrV s1 “ tα P CpV q : α est entier sur CrV s u .
On appelle CrV s1 la clôture intégrale de CrV s.

Proposition I.1.54. L’anneau CrV s1 est normal et est une C-algèbre de type finie.

On obtient ainsi une variété affine normal

V 1 “ SpecpCrV s1q.
On appelle V 1 la normalisation de V . L’inclusion naturelle CrV s Ď CrV s1 “ CrV 1s correspond
à une application V 1 Ñ V ; c’est l’application de normalisation.

Pour définir un point lisse d’une variété affine irreductible V Ă Cn, on a besoin de la
notion d’anneau local. Soit p P V .

Définition I.1.55. L’anneau local OV,p de V au point p est défini par

OV,p :“

"

f

g
P CpV q | f, g P CrV s, gppq ‰ 0

*

.

On définit également l’idéal mV,p :

mV,p “ tφ P OV,p | φppq “ 0u

Proposition I.1.56. L’idéal mV,p est l’unique ideal maximal de OV,p. En particulier, OV,p
est un anneau local.

On peut alors définir l’espace tangent de Zariski de V au point p par

TppV q “ HomCpmV,p{m
2
V,p,Cq.
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Exercice I.1.57. Montrer que dimpTppCnqq “ n pour tout p P Cn.

Une manière de calculer cet espace tangent est la suivante :

Lemme I.1.58. On suppose que IpV q “ xf1, . . . , fsy. On pose pour tout i P t1, . . . , su la
différentielle de fi en p :

dppfiq :“
Bfi
Bx1

ppqx1 ` . . .`
Bfi
Bxn

ppqxn.

Alors

TppV q “
s
č

i“1

kerpdppfiqq.

En particulier, dimpTppV qq ď n.

On rappelle que la dimension de V (ou V est irreductible) est le maximum des entiers r P N
tels qu’il existe une chaine de sous-varieté de V de longueur r : tau Ă V1 Ă V2 Ă . . . Ă Vr “ V
où Vi est une sous variété irreductible stricte de Vi`1.

Définition I.1.59. Le point p P V est dit lisse ou non singulier si dimTppV q “ dimpV q.
Sinon, p est dit singulier. Enfin, V est lisse si tous ses points sont lisses.

Exemple I.1.60. L’espace Cn est lisse. La courbe Vpx3´y2q a pour unique point singulier
le point p0, 0q.

On termine par la proposition (non triviale) suivante :

Proposition I.1.61. Une variété affine irreductible et lisse est normale.

Remarque I.1.62. La réciproque n’est pas vrai : Vpxy ´ zwq Ă C4 est normale mais
singulière à l’origine.

2. Variétés abstraites

On rappelle dans cette section des résultats et définitions sur les variétés abstraites, ob-
tenues par recollement de variétés affines.

2.1. Fonctions régulières sur les variétés affines. Soit V “ SpecpRq une variété
affine où R est une C-algèbre commutative de type fini sans nilpotent. On étend les notations
de la section précédente à ce cadre plus abstrait. En particulier, on pose, pour f P R, Vpfq “
tp P SpecpRq | f P pu. On définit également l’ouvert de Zariski Vf “ V zVpfq. On a Vf “
SpecpRf q où Rf est le localisé de R en f .

Remarque I.2.1. À l’aide d’un isomorphisme R » Crx1, . . . , xns{I, on voit que la condi-

tion f P p est équivalente à f̃pp̃q “ 0, où f̃ est un représentant de f dans Crx1, . . . , xns et p̃ est
le point de V correspondance à p. Dans la suite, on fera systématiquement cette identification.

L’anneau CrV s “ R est formé de toutes les applications régulières sur V . Pour définir
les variétés abstraites, on va localiser la notion d’application régulière. On rappelle que les
ouverts Vf forment une base de la topologie Zariski sur V .

Définition I.2.2. Soit U Ă V un ouvert de Zariski. On dit que la fonction φ : U Ñ C est
régulière si pour tout p P U , il existe fp P R telle que p P Vfp Ă U et φ|Vfp P Rfp . On définit

OV pUq “ tφ : U Ñ C : φ est régulièreu.
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On rappelle que la condition p P Vfp implique que fpppq ‰ 0 et que φ|Vfp P Rfp implique

φ “
ap

f
np
p

pour ap P R et np P N. Une application régulière est donc localement définie par

une fraction de fonctions polynomiales sur V . Ceci généralise bien la notion d’application
polynomiale :

Proposition I.2.3. Soit V “ SpecpRq une variété affine. Alors

(1) OV pV q “ R.

(2) Si f P R, OV pVf q “ Rf .

Démonstration. Preuve de (1) : Tout élément de R définit une fonction régulière sur
V . Donc R Ă OV pV q. Soit φ P OV pV q. Pour tout p P V , il existe fp, ap P R tel que p P Vfp et

φ “
ap

f
np
p

sur Vfp .

Soit I “ xf
np
p : p P V y. On a VpIq “ H car fpppq ‰ 0 pour tout p P V . Ainsi, par le

Nullstellensatz
?
I “ IpVpIqq “ R. Donc il existe S Ă V fini et des polynômes gp pour p P S

tel que

1 “
ÿ

pPS

gp f
np
p .

Donc

φ “
ÿ

pPS

gp f
np
p φ “

ÿ

pPS

gp ap P R .

On obtient ainsi le premier point.

Preuve de (2) : Soit U Ă Vf un ouvert de Zariski. L’ouvert U est aussi de Zariski dans V et
pour tout g P R tel que Vg Ă U , on a Vg “ Vfg qui a pour anneau de coordonnées

Rfg “ pRf qg{f l

pour tout entier l P N. Comme Vg est un ouvert de Vf et Vfg un ouvert de V , on déduit
OV pUq “ OVf pUq. En posant U “ Vf , nous avons

OV pVf q “ OVf pVf q “ Rf

où la dernière égalité découle en appliquant le premier point. �

Quand V “ SpecpRq est une variété irréductible, on peut décrire les fonctions régulières
avec les anneaux locaux :

OV, p “

"

f

g
P CpV q : f, g P CrV s et gppq ‰ 0

*

définis pour tout point p P SpecpRq. Une fonction rationnelle de CpV q se trouve dans l’anneau
local OV, p si elle est régulière dans un voisinage de p. Donc pour tout ouvert U de V , on a

(1) OV pUq “
č

pPU

OV, p.

Ainsi les fonction régulières de U sont les fonctions rationnelles de CpV q qui sont définies
partout sur U . Si U “ V , la Proposition I.2.3 implique

č

pPV

OV, p “ OV pV q “ R “ CrV s .
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2.2. Variétés affines vues comme espaces annelés. Soit V une variété affine. L’ap-
plication qui à un ouvert de Zariski U associe OV pUq possède les propriétés suivantes :

‚ Quand U 1 Ă U , la Définition I.2.2 montre qu’il existe une application de restriction

ρU,U 1 : OV pUq Ñ OV pU
1q

telle que
(i) ρU,U 1pφq “ φ|U 1 et ρU,U “ id ;

(ii) ρU 1, U2 ˝ ρU,U 1 “ ρU,U2 lorsque U2 Ă U 1 Ă U .
‚ Soit tUαu un recouvrement ouvert de U Ă V . La suite de morphismes

0 OV pUq
ź

α

OV pUαq
ź

α, β

OV pUα X Uβq 0

est exacte. La seconde flèche est définie par les restrictions ρU,Uα et la double flèche
par les applications ρUα, UαXUβ ´ ρUβ , UαXUβ .

Dans le langage de la théorie des faisceaux, ces propriétés montrent que OV est un faisceau de
C-algèbres appelé faisceau structural de V . Le couple pV, OV q est appelé espace annelé sur C.
Comme OV pUq “ OVf pUq pour tout ouvert U de Vf , on écrit OV |Vf “ OVf . En terme d’espace

annelé, on a
´

Vf , OV |Vf

¯

“
`

Vf , OVf
˘

.

Une application régulière Φ : V1 Ñ V2 entre deux variétés affines correspond à l’homo-
morphisme de C-algèbres

Φ˚ : CrV2s Ñ CrV1s

ϕ ÞÑ ϕ ˝ Φ.

Définition I.2.4. Soit Ui Ă Vi un ouvert de Zariski de la variété affine Vi pour i P t1, 2u.
Une application Φ : U1 Ñ U2 est un morphisme si l’application ϕ ÞÑ ϕ˝Φ définit un morphism
d’algèbres

Φ˚ : OV2pU2q Ñ OV1pU1q.

On dit que le morphisme Φ : U1 Ñ U2 est un isomorphisme si Φ est bijective et sa fonction
inverse Φ´1 : U2 Ñ U1 est aussi un morphisme.

2.3. Variétés abstraites : recollement de variétés affines. Avant de définir une va-
riété abstraite, on commence par montrer comment l’espace projectif CPn peut être construit
à l’aide de recollements de variétés affines.

Exemple I.2.5. L’espace projectif

CPn “ pCn`1zt0uq{C˚

(où l’action de C˚ est celle des homothéties) est recouvert par des ouverts affines

Ui “ Spec

ˆ

C
„

x0

xi
, . . . ,

xi´1

xi
,
xi`1

xi
, . . . ,

xn
xi

˙

pour i P t0, . . . , nu. Pour i ‰ j, on a pUiqxj{xi Ă Ui, pUjqxi{xj Ă Uj et un isomorphisme

gji : pUiqxj{xi Ñ pUjqxi{xj
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donné au niveau des anneaux de coordonnées par

g˚ji : C
„

x0

xj
, . . . ,

xj´1

xj
,
xj`1

xj
, . . . ,

xn
xj



Ñ C
„

x0

xi
, . . . ,

xi´1

xi
,
xi`1

xi
, . . . ,

xn
xi



xk
xj

ÞÑ

ˆ

xk
xi

˙ˆ

xj
xi

˙´1

pk ‰ jq

.

On recolle donc Ui et Uj à travers gji en notant que les ouverts pUiqxj{xi et pUjqxi{xj donnent

le même ouvert Ui X Uj dans CPn. Inversement, on peut partir des ouverts Ui – Cn et des

recollement gji donnés ci-dessus. Comme gij “ g´1
ji et gki “ gkj ˝gji, le recollement des ouverts

Ui donne bien une variété complexe, isomorphe à l’espace projectif CPn.

On passe au cas général. On suppose que l’on possède une collection finie tVαu de variétés
affines et pour chaque paire α, β on a des ouverts Vβα Ă Vα et des isomorphismes gβα : Vβα Ñ
Vαβ (cf Définition I.2.4) vérifiant les conditions de compatibilité :

(1) gαβ “ g´1
βα pour tout α et β.

(2) gβαpVβα X Vγαq “ Vαβ X Vγβ et gγα “ gγβ ˝ gβα sur Vβα X Vγα pour tour α, β et γ.

Soit Y la réunion disjointe des ouverts Vα. On définit la relation „ sur Y par

a „ bô a P Vα, b P Vβ pour un certain α, β avec b “ gβαpaq.

Les conditions (1) et (2) ci-dessus montrent que „ est une relation d’équivalence. On peut
former l’espace quotient X “ Y { „ avec la topologie quotient. Pour chaque α, on pose

Uα “ tras P X : a P Vαu .

Donc Uα Ă X est un ouvert et l’application

hα : Vα Ñ Uα
a ÞÑ ras

définit un homéomorphisme. Ainsi, localement, X est isomorphe à une variété affine.

Définition I.2.6. On appelle X variété abstraite définie à partir de la collection des
variétés affines tVαu.

Une variété abstraite vient équipée avec la topologie de Zariski pour laquelle les ouverts
sont des ensembles dont la restriction à chaque Uα est un ouvert. Les fermés de Zariski sont
appelés sous-variétés de X. On dit que X est irréductible, si X n’est pas l’union de deux
sous-variétés propres. Si X est une variété abstraite quelconque, il existe une famille fini de
sous-variétés irréductibles Y1, . . . , Ys tel que Yi * Yj pour i ‰ j et

X “ Y1 Y . . .Y Ys .

On dit que les Yi sont les composantes irréductibles de X.
Soient X et Y deux variétés abstraites obtenues par recollements via des ouverts affines

X “
ď

α

Uα et Y “
ď

β

U 1β .

Un morphisme Φ : X Ñ Y est une application continue (pour la topologie de Zariski) telle
que les restrictions

Φ|UαXΦ´1pU 1βq
: Uα X Φ´1pU 1βq Ñ U 1β

sont des morphismes au sens de la Définition I.2.4.
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2.4. Faisceau structural d’une variété abstraite. Avec les notations qui précèdent,
soit U un ouvert de X et Wα “ h´1

α pU X Uαq Ă Vα. Une fonction Φ : U Ñ C est régulière si
Φ ˝ hα|Wα

: Wα Ñ C est régulière pour tout α. Les conditions de compatibilités montrent que
l’application est bien définie. On peut donc définir

OXpUq “ tΦ : U Ñ C : Φ est regulièreu.

On obtient ainsi le faisceau structural OX de X. La variété abstraite X est donc un espace

annelé pX, OXq avec un recouvrement tUαuα tel que
´

Uα, pOXq|Uα

¯

est isomorphe à l’espace

annelé pVα, OVαq de la variété affine Vα. On retrouve la définition classique de variété en
géométrie algébrique : un espace annelé localement isomorphe à l’espace annelé d’une variété
affine. En pratique, dans ce cours, nos variétés seront construites à l’aide de la procédure de
recollement de la section précédente.

2.5. Sous variétés ouvertes et fermés. Soit X une variété abstraite et U Ă X un
ouvert. Pour un ouvert affine Uα de X, U X Uα est un ouvert de Uα. Donc

U X Uα “
ď

fPS

pUαqf

pour un ensemble fini S Ă CrUαs. L’ouvert U est alors lui-même recouvert par des ouverts
affines. Ceci montre que U est une variété abstraite. Le faisceau structural de U est OU :“
pOXq|U .

De même, si Y est un fermé de X, alors Y est une variété abstraite. On note i : Y Ñ X
le morphisme d’inclusion associé. Soit i˚OY le faisceau sur X définie par

i˚OY pUq “ OY pU X Y q.

On obtient par restriction à Y un morphisme de faisceaux OX Ñ i˚OY (c’est à dire la donné
d’un morphisme OXpUq Ñ i˚OY pUq pour chaque ouvert U vérifiant les compatibilités de
restrictions) qui a pour noyau le faisceau IY Ă OX défini par

IY pUq “ tf P OXpUq : fppq “ 0 pour tout p P Y X Uu.

On a une suite exacte de faisceaux

0 IY OX i˚OY 0,

où l’on rappelle qu’un morphisme de faisceau φ : F Ñ G est injectif si φU : FpUq Ñ GpUq l’est
pour tout ouvert U tandis que φ est surjectif si les germes φx : Fx Ñ Gx sont surjectifs pour
tout les points x.

Remarque I.2.7. A partir de maintenant, les variétés abstraites seront simplement ap-
pelées variétés.

2.6. Anneaux locaux, fonctions rationnelles, régularité. Soit p un point d’une
variété affine V . Les éléments de l’anneau local OV, p sont les quotients f{g avec f, g P CrV s
et gppq ‰ 0. Comme p P Vg, Vg est un voisinage de p dans V et f{g est une fonction régulière
sur Vg. On peut donc voir les éléments de OV, p comme des fonctions régulières définies sur un
voisinage de p.

On peut étendre cette idée dans le cas des variétés. Soit p un point de X et U1, U2 des
voisinages de p. Les fonctions régulières f1 : U1 Ñ C et f2 : U2 Ñ C sont équivalentes au
point p, que l’on écrit f1 „p f2, s’il existe un voisinage U de p tel que p P U Ă U1 X U2 et
f1|U1

“ f2|U2
.
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Définition I.2.8. Soit p un point d’une variété X. Alors

OX, p “ tf : U Ñ C régulière : U voisinage de pu{ „p

est l’anneau local de X en p.

Chaque élément φ P OX, p possède une valeur bien définie φppq. L’idéal

mX, p “ tφ P OX, p : φppq “ 0u

est l’unique idéal maximal de OX, p qui est donc un anneau local.
Quand X est irréductible, on peut ainsi définir le corps des fonctions rationnelles CpXq.

Une fonction rationnelle sur X est une fonction régulière f : U Ñ C définie sur un ouvert
de Zariski U non vide. Deux fonctions régulières f1 : U1 Ñ C et f2 : U2 Ñ C de X sont
équivalentes si elles sont égales sur un ouvert U Ă U1 X U2 non vide. La classe des fonctions
rationnelles de X est appelée corps des fonctions rationnelle de X, noté CpXq.

Enfin, on peut donner les notions de normalité et de régularité pour les variétés :

Définition I.2.9. Une variété X est normale si elle est irréductible et les anneaux locaux
OX, p sont normaux pour tout p P X.

Proposition I.2.10. Soit V une variété affine irréductible. Alors, CrV s est normal si et
seulement si les anneaux locaux OV, p sont normaux pour tout p P X.

La Définition I.2.9 et la Proposition I.2.10 donnent :

Proposition I.2.11. Soit X une variété irréductible avec un recouvrement par des ouvert
affines Vα. Alors X est normal si et seulement si Vα est normale pour tout α.

Soit p P X un point. On note dimpX le maximum des dimensions des composantes
irréductibles de X contenant p.

Définition I.2.12. Soit X une variété. Un point p de X est lisse si dimTpX “ dimpX.
La variété X est lisse si chaque point de X est lisse.

On encourage bien entendu le lecteur à s’exercer en démontrant les faits énoncés sans
preuve.

Fin du premier cours



Chapitre II

Tores complexes

Le tore complexe pC˚qn est l’exemple le plus simple de variété torique. Dans ce chapitre,
on va faire une étude détaillée des tores complexes. On introduira au passage des notions
utiles dans tout le cours.

1. Le tore complexe

Le tore complexe est le complémentaire de la réunion des diviseurs suivants dans Cn :

Di :“ tz “ pz1, . . . , znq P Cn, zi “ 0u,

c’est à dire

pC˚qn “ Cnz
n
ď

i“1

Di.

On en déduit que le tore complexe est une variété affine.

Exercice II.1.1. Montrer que le tore complexe est la variété affine associée à l’idéal
premier px1 ¨ x2 ¨ . . . ¨ xn ¨ y ´ 1q dans Crx1, . . . , xn, ys. Montrer, de manière équivalente, que
l’anneau des fonctions régulières CrpC˚qns de pC˚qn est isomorphe à

Crxispx1¨...¨xnq » Crx1, x
´1
1 , . . . , xn, x

´1
n s,

la localisation de Crxis en x1 ¨ . . . ¨ xn, appelé anneau des polynômes de Laurent.

Le tore complexe est également un groupe, via la multiplication coordonnée par coordo-
neée. Les deux structures sont en fait compatibles, et pC˚qn est un groupe algébrique. Ceci
signifie que les morphismes induits par multiplication et inversion :

m : pC˚qn ˆ pC˚qn Ñ pC˚qn
pλ, µq ÞÑ λ ¨ µ :“ pλiµiq

et
i : pC˚qn Ñ pC˚qn

λ ÞÑ λ´1 :“ pλ´1
i q

sont des morphismes de variétés affines.

Exercice II.1.2. Montrer que m et i sont des morphismes de variétés. Quel est le mor-
phisme de C-algèbre induit par m de Crz˘1

i s vers Crx˘1
i s b Cry˘1

i s ?

La multiplication m peut aussi être vue comme une action du tore complexe sur lui même
pC˚qn y pC˚qn. Cette action induit une structure de pC˚qn-module (à droite) sur CrpC˚qns
via :

pC˚qn ˆ Crx˘1
i s Ñ Crx˘1

i s

pλ, fpxiqq ÞÑ fpλ´1
i xiq.

17
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On remarque que pour tout m “ pm1, . . . ,mnq P Zn, l’action du tore prend une forme simple
sur le monome xm1

1 xm2
2 . . . xmnn :

pλ, xm1
1 xm2

2 . . . xmnn q ÞÑ χ´mpλqxm1
1 xm2

2 . . . xmnn ,

où l’on a introduit le caractère

χmpλq :“ λm1
1 λm2

2 . . . λmnn .

Comme le tore complexe est abélien, l’action de tous ses éléments peut être simultanément
diagonalisée, ce qui donne la décomposition selon les poids :

Crx˘1
i s “

à

mPZn
Crx˘1

i sm,

où l’on pose pour tout m P Zn l’espace propre associé au caractère χm :

Crx˘1
i sm :“ tf P Crx˘1

i s | @λ, λ ¨ f “ χmpλqfu “ C ¨ x´m1
1 x´m2

2 . . . x´mnn .

Explicitement, cela donne :

Crx˘1
i s “

à

mPZn
C ¨ xm1

1 xm2
2 . . . xmnn ,

où l’on utilise la notation C ¨ xm1
1 xm2

2 . . . xmnn pour définir l’espace vectoriel complexe de di-
mension 1 engendré par xm1

1 xm2
2 . . . xmnn .

Remarque II.1.3. Le fait que l’action sur l’algèbre des fonctions soit une action à droite
et soit donnée par λ ¨ f “ fpλ´1¨q impose le signe Crx˘1

i sm “ C ¨ x´m1
1 x´m2

2 . . . x´mnn . On a
simplement défini l’action du tore de telle sorte que pour λ P pC˚qn, pλ ¨ fqpλ ¨ xq “ fpxq.
Ce choix est standard et utile une fois que l’on considère la construction des variétés toriques
comme quotients de CN . Ceci sera expliqué, si le temps le permet, dans le dernier chapitre
du cours.

Un aspect intéressant de la théorie apparait ici : l’espace des poids dans cette décompo-
sition est un semi-groupe (en fait ici c’est un groupe, mais plus tard on aura affaire à des
semi-groupes). Comme les espaces-propres sont tous de dimension 1, ils sont en correspon-
dance avec le semi-groupe des caractères Zn. De plus, l’addition de deux caractères correspond
à la multiplication des générateurs unitaires des espaces propres correspondants, on peut donc
retrouver toute l’algèbre Crx˘1

i s à partir de Zn. L’algèbre Crx˘1
i s est appelée C-algèbre en-

gendreée par le semi-groupe Zn. On commence à voir une description combinatoire simple
du tore complexe, en partant de l’objet géométrique pC˚qn nous avons obtenu une C-algèbre
de type fini, qui à son tour est entièrement décrite par un semi-groupe Zn. Ce procédé sera
généralisé simplement pour produire des variétés toriques affines à partir de semi-groupes, en
remplaçant Zn par un sous-semi-groupe satisfaisant des conditions assurant que la C-algèbre
qu’il engendre est bien celle d’une variété affine.

2. Tores abstraits

Dans cette section on revoit de manière intrinsèque la notion de tore complexe.

Définition II.2.1. Un tore T est une variété affine isomorphe à pC˚qn. Une tel tore hérite
alors de la structure de groupe venant de pC˚qn.

Dans la suite, nous aurons besoin de la proposition suivante. Elle stipule que les sous-
groupes algébriques des tores sont des tores, et que l’image d’un morphisme de groupes algé-
briques entre deux tores est un tore.
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Proposition II.2.2. Soient T1 et T2 deux tores. Alors :

(1) Si Φ : T1 Ñ T2 est un morphisme de groupe, l’image de Φ est un tore (en particulier
une variété affine) et est fermée dans T2.

(2) Soit H Ď T1 une sous-variété irréductible de T1 qui est également un sous groupe de
T1. Alors H est un tore.

On admettra sa démonstration qui repose sur la connaissance des caractères :

Définition II.2.3. Un caractère d’un tore T est un morphisme de groupe χ : T Ñ C˚.

Exemple II.2.4. Soit m “ pa1, . . . , anq P Zn. L’application

χm : pC˚qn Ñ C˚
pt1, . . . , tnq ÞÑ ta11 ¨ ¨ ¨ t

an
n

est un caractère de pC˚qn. Tous les caractères de pC˚qn sont de cette forme. Ceci montre que
le groupe des caractères de pC˚qn est un groupe isomorphe à Zn.

Pour un tore T arbitraire, les caractères de T forment un groupe abélien libreM , ou réseau,
de rang égal à la dimension de T . À un point m PM , on associe le caractère χm : T Ñ C˚.

Définition II.2.5. Un sous-groupe à un paramètre d’un tore T est un morphisme de
groupe λ : C˚ Ñ T .

Exemple II.2.6. L’élément u “ pb1, . . . , bnq P Zn donne le sous-groupe à un paramètre

λu : C˚ Ñ pC˚qn
t ÞÑ ptb1 , . . . , tbnq.

Le groupe des sous-groupes à un paramètre de pC˚qn est isomorphe à Zn.

Pour un tore T arbitraire, les sous-groupes à un paramètre forment un réseau N de rang
égal à la dimension de T . Comme pour les caractères, à un point u P N , on associe le sous-
groupe à un-paramètre λu : C˚ Ñ T .

Il existe un appariement entre les réseaux M et N , c’est à dire une application bilinéaire
x¨ , ¨y : M ˆ N Ñ Z définie de la manière suivante : soit χm un caractère de T et λu un
sous-groupe à un-paramètre de T . La composition χm ˝ λu : C˚ Ñ C˚ est un caractère de
C˚ qui est donné par t ÞÑ tl pour un certain l P Z. On définit l “ xm, uy.

Exercice II.2.7. Si T “ pC˚qn, m “ pa1, . . . , anq P Zn et u “ pb1, . . . , bnq P Zn on a

xm, uy “
n
ÿ

i“1

ai bi .

On déduit que les caractères et les sous-groupes à un paramètres d’un tore T forment des
réseaux M et N de rang égaux à la dimension de T , avec un appariement x¨ , ¨y : M ˆN Ñ Z
qui identifie N avec HomZpM, Zq et M avec HomZpN, Zq. Les applications

N bZ C˚ Ñ T
ub t ÞÑ λuptq

et
T Ñ HomZpM, C˚q
x ÞÑ tm ÞÑ χmpxqu

sont injectives. Comme HomZpM, C˚q » N bZ C˚, on en déduit qu’il existe un isomorphisme
N bZC˚ » T . Il est alors d’usage d’écrire le tore T par TN “ N bZC˚ où N est le groupe des
sous-groupes à un paramètre de T . Avec ce nouveau point de vue, le choix d’un isomorphisme
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entre TN et pC˚qn induit des isomorphisme M » Zn et N » Zn tels que M et N sont deux
espaces duaux pour l’appariement x¨ , ¨y : M ˆN Ñ Z.

Enfin, on terminera ce chapitre par un lemme utile sur les représentations du tore com-
plexe. Sa preuve repose sur le fait que si T agit sur un espace vectoriel W , alors les w PW ÞÑ

t ¨ w, sont simultanément diagonalisables (pour t P T ) car T est abélien.

Lemme II.2.8. Soit TN Ñ GLpW q une représentation linéaire complexe de dimension
finie d’un tore TN . Pour tout caractère m PM “ HomZpN,Zq de TN , on pose

Wm :“ tw PW | @t P TN , t ¨ w “ χmptqwu

l’espace propre du poids m.
Alors

W “
à

mPM

Wm.

Dans les notations du lemme ci-dessus, l’espace Wm est constitué de vecteurs propres
simultanés pour tout les t P TN , associés aux valeurs propres χmptq, d’où la terminologie.



Chapitre III

Variétés toriques affines

Dans ce chapitre, on étudie les variétés toriques affines (ou variétés affines toriques). On
commencera par des constructions explicites de telles variétés. Ces constructions utiliseront
des plongements explicites, des idéaux ou des anneaux de fonctions régulières. Dans une
seconde section, on verra comment construire des variétés toriques affines à l’aide de cones.
Enfin, dans la dernière section, on étudiera les propriétés élémentaires de ces variétés.

1. Construction de variétés affines toriques

Dans cette partie nous donnons trois types de construction de variétés affines toriques. A
l’aide des caractères, nous construisons une variété affine torique via un plongement. Ensuite,
nous donnons une construction via les idéaux de polynômes. La dernière construction se fait
à partir de l’algèbre des polynômes. Nous terminons cette partie en montrant l’équivalence
des trois constructions.

Définition III.1.1. Une variété affine torique est une variété affine irréductible V conte-
nant un tore TN » pC˚qn comme sous-ensemble ouvert de Zariski et tel que l’action de TN
sur lui même se prolonge en une action algébrique de TN sur V .

Par action algébrique, on entend une action TN ˆ V Ñ V donnée par un morphisme.

Exemple III.1.2. La variété affine V “ Vpxy ´ zwq Ă C4 est torique et a pour tore

V X pC˚q4 “ tpt1, t2, t3, t1t2t´1
3 q : ti P C˚u – pC˚q3 ,

où l’isomorphisme est donné par pt1, t2, t3q ÞÑ pt1, t2, t3, t1t2t
´1
3 q.

1.1. Construction à partir d’un réseau de point. Un réseau est un groupe abélien
libre de rang fini. Un réseau de rang n est isomorphe à Zn. Un tore TN admet un réseau des
caractères noté M et un réseau des sous-groupes à un-paramètre noté N .

Soit un tore TN avec son réseau de caractère M . Soit A “ tm1, . . . , msu Ď M et χmi :
TN Ñ C le caractère associé à mi. On considère l’application

ΦA : TN Ñ Cs
t ÞÑ pχm1ptq, . . . , χmsptqq .

Définition III.1.3. La variété affine torique YA est définie comme étant la clôture de
Zariski de l’image de ΦA.

Proposition III.1.4. Soit A Ă M un ensemble fini et ZA Ď M le réseau engendré par
A. Alors YA est une variété affine torique dont le tore a pour réseau de caractère ZA. En
particulier la dimension de YA est le rang de ZA.

Démonstration. L’application ΦA peut être vue comme une application entre deux
tores ΦA : TN Ñ pC˚qs. Par la Proposition II.2.2 du Chapitre II, l’image T “ ΦApTN q est un

21
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tore qui est fermé dans pC˚qs. Ceci implique que YAXpC˚qs “ T puisque YA est la clôture de
Zariski de T ; donc T est ouvert dans YA.
Comme T est irréductible, sa clôture de Zariski YA l’est aussi.

On considère maintenant l’action de T . Comme T Ă pC˚qs, un élément t P T agit sur Cs
en envoyant une variété sur une variété (ceci car l’action T ˆ Cs Ñ Cs est un morphisme).
Pour tout t P T , nous avons T “ t ¨ T Ď t ¨ YA. Ceci montre que YA Ď t ¨ YA ; en remplaçant t
par t´1, nous obtenons t ¨ YA “ YA Donc l’action de T sur T induit une action de T sur YA.
YA est une variété affine torique.

Il nous reste à calculer le réseau de caractère de T que l’on note M 1. Comme T “ ΦApTN q,
nous avons le diagramme commutatif suivant

TN pC˚qs

T

ΦA

De ce diagramme, nous obtenons le diagramme de réseaux de caractères ci-dessous

Zs M

M 1

pΦA

L’application pΦA envoie la base standard e1, . . . , es de Zs sur m1, . . . , ms. Donc l’image de pΦA

est ZA. Par ce diagramme nous concluons que M 1 » ZA. Donc ZA est le réseau de caractère
de YA. �

En termes concrets, si l’on fixe une base de M , on peut supposer que M “ Zn. Les
s vecteurs de A peuvent être vus comme les colonnes d’une matrice A de taille n ˆ s à
coefficient entiers. Dans ce cas, dimYA “ rangpAq. On verra que toute variété affine torique
est isomorphe à YA pour un certain sous-ensemble fini A d’un réseau.

1.2. Construction à partir d’un idéal torique. Soit YA Ă Cs “ SpecpCrx1, . . . , xssq
une variété affine associée à l’ensemble A “ tm1, . . . , msu comme dans la section précédente.
Dans cette partie, on va décrire l’idéal IpYAq.

Dans la démonstration de la Proposition III.1.4, nous avons vu que l’application pΦA :
Zs ÑM envoie ei sur mi pour tout i P t1, . . . , su où pe1, . . . , esq est la base standard de Zs.
On note L “ ker pΦA. On a une suite exacte

0 L Zs M,

où

L “

#

pl1, . . . , lsq P Zs :
s
ÿ

i“1

limi “ 0

+

.

Pour tout l “ pl1, . . . , lsq P L, on pose l` “
ÿ

lią0

li ei et l´ “ ´
ÿ

liă0

li ei . On remarque que

que l “ l` ´ l´.

Lemme III.1.5. Le binôme xl` ´ xl´ “
ź

lią0

xlii ´
ź

liă0

x´lii s’annule sur l’image de ΦA.
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Démonstration. Soit l “ pl1, . . . , lsq P L. On suppose pour simplifier les notations que

l` “
r
ÿ

i“1

li ei et l´ “ ´
s
ÿ

i“r`1

li ei.

Par définition de l, nous avons
r
ÿ

i“1

limi “ ´

s
ÿ

i“r`1

limi.

Donc pour tout t P TN , nous avons
r
ź

i“1

χmiptqli “
s
ź

i“r`1

χmiptq´li c’est-à-dire ΦAptq
l` “ ΦAptq

l´

ce qui termine la démonstration. �

Proposition III.1.6. L’idéal de la variété affine torique YA Ď Cs est

IpYAq “ xxl` ´ xl´ | l` ´ l´ P Ly “ xxα ´ xβ | α, β P Ns et α´ β P Ly.

Démonstration. On note

IL “ xx
α ´ xβ | α, β P Ns et α´ β P Ly

et

I “ xxl` ´ xl´ | l` ´ l´ P Ly.

L’inclusion I Ă IL est immédiate. Montrons l’inclusion inverse. Soit xα ´ xβ un générateur

de IL. On a l “ α´ β P L. Si α “
s
ÿ

i“1

αi ei et β “
s
ÿ

i“1

βi ei , on pose

α1 “
ÿ

αiěβi

αi ei , β1 “
ÿ

αiěβi

βi ei , α2 “
ÿ

αiăβi

αi ei et β2 “
ÿ

αiăβi

βi ei

de tel sorte que α “ α1 ` α2, β “ β1 ` β2, l` “ pα
1 ´ β1q et l´ “ pβ

2 ´ α2q. Nous avons

xα ´ xβ “ xβ
1

xα
2

pxα
1´β1 ´ xβ

2´α2q “ xβ
1

xα
2

pxl` ´ xl´q.

Comme xl`´xl´ P I, on déduit que xα´xβ P I. Ainsi nous avons IL Ă I, c’est-à-dire IL “ I.
Par le Lemme III.1.5, on a IL “ I Ă IpYAq. Montrons que IpYAq “ IL. On choisit un ordre

monomial sur Crx1, . . . , xss (c’est à dire une relation d’ordre totale sur les monomes) et un
isomorphisme TN » pC˚qn. On peut donc supposer que M “ Zn et que ΦA est l’application

ΦA : pC˚qn Ñ Cs
t ÞÑ ptm1 , . . . , tmsq

.

Si IL ‰ IpYAq, il existe f P IpYAqzIL avec un monôme dominant minimal xα (pour la relation
d’ordre fixée) où α “ pa1, . . . , asq. Quitte à multiplier par un scalaire, xα devient le terme
dominant de f .

Comme fptm1 , . . . , tmsq est identiquement nulle en tant que polynôme de Crt1, . . . , tns, f
doit contenir un monôme xβ ă xα où β “ pb1, . . . , bsq tel que

s
ź

i“1

ptmiqai “
s
ź

i“1

ptmiqbi .
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Nous avons
s
ÿ

i“1

aimi “

s
ÿ

i“1

bimi , c’est-à-dire α´ β “
s
ÿ

i“1

pai ´ biq ei P L . Donc xα´xβ P IL.

Par construction, g “ f ´ xα ` xβ P IpYAqzL possède un monôme dominant strictement plus
petit que celui de f . Ceci est une contradiction. Donc IpYAq “ IL. �

Définition III.1.7. Soit L Ă Zs un sous-réseau.

(1) L’idéal IL “ xx
α ´ xβ | α, β P Ns et α´ β P Ly est appelé idéal réseau.

(2) Un idéal réseau premier est appelé idéal torique.

Exemple III.1.8. Les idéaux xx3 ´ y2y et xxz ´ ywy sont toriques.

Proposition III.1.9. Un idéal I Ď Crx1, . . . , xss est torique si et seulement si I est
premier et engendré par des binômes.

Démonstration. Il est clair qu’un idéal torique est premier et engendré par des binomes.
Dans l’autre direction, supposons que I soit un idéal premier et engendré par des binomes
xαi ´ xβi . On remarque que VpIq X pC˚qs est non vide (il contient 1) et est un sous-groupe
de pC˚qs. De plus, comme VpIq est irreductible, VpIq X pC˚qs l’est aussi. Par la Proposition
II.2.2 du Chapitre II, T :“ VpIq X pC˚qs est un tore.

La projection sur la i-eme coordonnée de pC˚qs donne un caractére de T , que l’on note
χmi pour un certain mi PM . On voit alors que VpIq “ YA pour A “ tm1, . . . ,msu, et comme
I est premier, on a par le Nullstellensatz I “ IpYAq. On en déduit que I est torique par la
proposition précédente. �

Exemple III.1.10. On considère la surface de Cd`1 paramétré par

Φ : C2 Ñ Cd`1

ps, tq ÞÑ psd, sd´1t, sd´2t2, . . . , std´1, tdq
.

On note x0, . . . , xd les coordonnées de Cd`1 et I Ă Crx0, . . . , xds l’idéal définie par

I “ xxixj`1 ´ xi`1xj | 0 ď i ă j ď d´ 1y .

On a ΦpC2q “ VpIq (remarquez que VpIq X pC˚qd`1 “ ΦppC˚q2q). Donc pCd “ ΦpC2q est une

variété affine. Comme I est engendré par des binômes, l’idéal I est torique. Donc pCd est une

variété affine torique. La surface pCd est appelé cône rationnel normal de degré d.

1.3. Construction à partir d’un semi-groupe affine.

Définition III.1.11. Un semi-groupe est un ensemble S muni d’une loi de composition
interne associative et d’un élément neutre.

Pour être un semi-groupe affine, on exige plus :

Définition III.1.12. Un semi-groupe S est un semi-groupe affine si :

(1) La loi de composition interne de S est commutative. On la notera additivement.

(2) S est engendré par un nombre fini d’éléments : il existe A Ă S fini tel que NA “ S.

(3) S peut être plongé (en tant que semi-groupe) dans un réseau M .

Exemple III.1.13. Si M est un réseau et A Ă M un sous-ensemble fini, alors NA Ď M
est un semi-groupe affine. À isomorphisme près, tous les semi-groupes affines de M sont de
cette forme.
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Soit S ĎM un semi-groupe affine.

Définition III.1.14. L’algèbre de semi-groupe CrSs est le C-espace vectoriel possédant
S pour base et une multiplication induite par la structure de semi-groupe de S.

Si l’on voit M comme le réseau de caractère d’un tore TN , à un élément m PM , on associe
le caractère χm. Alors,

CrSs “

#

ÿ

mPS

cm χ
m | cm P C, cm ‰ 0 pour un nombre fini de m

+

avec la multiplication induite par χm ¨ χm
1

“ χm`m
1

. Si S “ NA où A “ tm1, . . . , msu, alors
CrSs “ Crχm1 , . . . , χmss.

Exemple III.1.15. Le semi-groupe affine Nn Ă Zn donne l’anneau de polynôme

CrNns “ Crx1, . . . , xns

où xi “ χei et e1, . . . , en est la base standard de Zn.

Exemple III.1.16. Si pe1, . . . , enq est la base d’un réseau M , M est engendré en tant que
semi-groupe par A “ t˘e1, . . . , ˘enu. On posant ti “ χei , nous avons

CrM s “ Crt1, . . . , tn, t´1
1 , . . . , t´1

n s.

Remarque III.1.17. Si M est le réseau de caractère du tore TN , alors CrTN s “ CrM s.

Proposition III.1.18. Soit A Ă M un ensemble fini et S “ NA Ď M un semi-groupe
affine. Alors :

(1) CrSs est un anneau intègre et une C-algèbre engendré par un nombre fini d’éléments.

(2) SpecpCrSsq est une variété affine torique dont le tore a pour réseau de caractère ZS
et SpecpCrSsq “ YA.

Démonstration. On suppose que A “ tm1, . . . , msu.
Point 1 : On a CrSs “ Crχm1 , . . . , χmss, donc CrSs est une C-algèbre engendrée par un
nombre fini d’éléments. L’inclusion S Ă M implique CrSs Ă CrM s. Comme CrM s est un
anneau intègre et CrSs un sous-anneau, on déduit que CrSs est un anneau intègre.

Point 2 : L’application ΦA : TN Ñ Cs donne un homomorphisme de C-algèbre

π “ pΦAq
˚ : Crx1, . . . , xss Ñ CrM s

définit par πpxiq “ χmi pour tout i P t1, . . . , su. Par le Lemme I.1.45 (Chapitre I), on a
IpYAq “ kerπ. Comme Imπ “ Crχm1 , . . . , χmss, l’anneau de coordonnées de YA est

CrYAs “ Crx1, . . . , xss{IpYAq “ Crx1, . . . , xss{ kerπ » Imπ “ CrSs .

Donc SpecpCrSsq “ SpecpCrYAsq “ YA. Par la Proposition III.1.4, le tore de SpecpCrSsq a
pour réseau de caractère ZA “ ZS. �

Exercice III.1.19. Soit S Ă Z le semi groupe affine engendré par 2 et 3. Montrer que
CrSs “ Crt2, t3s et que la variété affine SpecpCrSsq est Vpx3 ´ y2q.
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1.4. Équivalence des constructions. Nous commençons cette section par un lemme
utile de décomposition des sous-représentations du tore TN sur l’algèbre CrM s. On rappelle
que l’action de TN sur TN donnée par la multiplication induit une action sur son anneau de
coordonnées CrM s : pour t P TN et f P CrM s, alors t ¨ f P CrM s est définie par p ÞÑ fpt´1 ¨ pq
pour tout p P TN .

Lemme III.1.20. Soit A Ď CrM s un sous-espace stable sous l’action de TN . Alors

A “
à

χmPA

C ¨ χm.

Démonstration. On pose
A1 “

à

χmPA

C ¨ χm.

On a bien sûr A1 Ă A et il faut démontrer l’inclusion inverse. Soit f P A ‰ t0u. Comme
A Ă CrM s, on peut décomposer f selon les espaces propres de l’action de TN :

f “
ÿ

mPB

cmχ
m

où cm P C˚ et B ĂM est fini. On a donc f P B XA, où l’on a posé

B :“ Spantχm |m P Bu Ă CrM s.
Par définition de l’action de TN , B, et donc B XA, sont stables sous cette action. Or B XA
est de dimension finie. On peut donc appliquer le Lemme II.2.8 du chapitre II pour en déduire
que B X A est engendré par des vecteurs propres simultanés de TN , que l’on peut identifier
dans CrM s à des caractères du tore. Donc BXA est engendré par des caractères, et on déduit
de f P AXB que pour tout m P B, χm P A. D’où le résultat. �

Nous sommes désormais en mesure de montrer l’équivalence des constructions de variétés
toriques affines vues dans les sections précédentes.

Théorème III.1.21. Soit V une variété affine. Les affirmations suivantes sont équiva-
lentes :

(1) V est une variété affine torique.

(2) V “ YA pour un ensemble fini A dans un réseau.

(3) V est une variété affine définie par un idéal torique.

(4) V “ SpecpCrSsq pour un semi-groupe affine S.

Démonstration. L’équivalence entre les points (2) et (4) provient de la Proposition
III.1.18, car un semi-groupe S inclus dans un réseau M est isomorphe à NA pour un ensemble
fini A.

Montrons p2q ñ p3q : comme V “ YA, par la Proposition III.1.6, IpYAq est un idéal torique.
En utilisant l’égalité V “ V pIpV q q, on déduit que V provient d’un idéal torique.

Montrons p3q ñ p2q : la variété V est définie par l’idéal torique IL. Il existe un sous-

ensemble fini A ĂM tel que L “ ker pΦA. Comme YA “ VpILq, on déduit que V “ YA.
La Proposition (III.1.18) nous montre l’implication 4 ñ 1. Montrons maintenant la réci-

proque.
Soit V une variété affine torique contenant un tore TN qui a pour réseau de caractère M .
Comme CrTN s “ CrM s, l’inclusion TN Ă V induit une application

CrV s Ñ CrM s
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qui est injective car TN est dense dans V pour la topologie de Zariski. Comme l’action de
TN sur V est donnée par un morphisme TN ˆ V Ñ V , si t P TN et f P CrV s, l’application
p ÞÑ fpt´1 ¨ pq est un morphisme sur V . Donc CrV s est stable par l’action de TN . Par le
Lemme III.1.20, on a

(2) CrV s “
à

χmPCrV s
C ¨ χm.

Ainsi CrV s “ CrSs pour le semi-groupe S “ tm PM | χm P CrV su.
Comme CrV s est engendré par un nombre fini d’éléments, on déduit qu’il existe f1, . . . , fs P

CrV s tel que CrV s “ Crf1, . . . , fss. En exprimant chaque fi en fonction des caractères dans
l’équation (2), on trouve un ensemble fini A ĂM tel que S “ NA. �

Remarque III.1.22. Le Théorème III.1.21 donne la caractérisation des idéaux et anneaux
de coordonnées des variétés toriques affines parmis ceux des variétés affines.

Le point clé de la démonstration du Théorème III.1.21 est le suivant. Si une variété affine
irréductible V contient un tore TN comme ouvert de Zariski, alors on a une injection entre
algèbres

CrV s Ñ CrM s.

Les fonctions régulières de V sont donc les fonctions régulières du tore qui s’étendent sur V .
La variété V est torique si de plus l’action de TN s’étend en une action sur V , ce qui se traduit
par le fait que les fonctions de CrM s qui s’étendent sur V sont déterminées par les caractères
qui s’étendent sur V . L’algèbre CrV s est alors simplement déterminée par un semi-groupe
affine. L’objet de la section suivante est de montrer que les semi-groupes affines sont décrits
par des cônes dans l’espace NR :“ N bZR. Voici en exercice l’étude d’un exemple qui traduit
ce fait.

Exercice III.1.23. Soit V :“ Vpxy ´ zwq Ă C4.

(1) Montrer que l’idéal pxy ´ zwq est torique.

Le polynôme xy´zw est irreductible (on ne peut pas le décomposer comme produit
de polynômes de degré 1, essayez par l’absurde). L’idéal est donc premier. Reste à mon-
trer que c’est un idéal réseau. On considère le réseau de rang un L :“ Z ¨ p1, 1,´1,´1q
dans Z4, engendré par p1, 1,´1,´1q. Il contient les éléments pn, n,´n,´nq. L’idéal ré-
seau associé à L est donc l’idéal IL engendré par les polynômes pxnynq´pznwnq, n P N.
On a donc que l’idéal pxy ´ zwq est inclus dans IL (prendre n “ 1). Réciproquement,
comme pxnynq´ pznwnq “ pxy´ zwqpxn´1yn´1` zwxn´2yn´2` ...` zn´1wn´1q, on a
que xnyn ´ znwn est dans l’idéal pxy ´ zwq, et donc pxy ´ zwq “ IL qui est alors un
idéal réseau. C’est donc un idéal torique.

(2) Montrer que le tore de V , isomorphe à pC˚q3, est obtenu par Φ : pt1, t2, t3q ÞÑ
pt1, t2, t3, t1t2t

´1
3 q

L’intersection T :“ pC˚q4XV est égale à l’image de Φ (il faut faire les calculs pour
ce fait en général, mais dans cet exemple c’est assez facile, posez x “ t1, y “ t2, z “ t3,
et alors w “ xyz´1 “ t1t2t

´1
3 ). Ce qu’il faut comprendre c’est que cela correspond bien

au tore de V :
(i) T “ ImΦ est un tore par le premier point de la Proposition II.2.2.
(ii) T agit sur V via l’action de pC˚q4 sur V .
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(iii) V est la femeture de Zariski de cet ouvert. En effet, l’adhérence de T “ V XpC˚q4
est pV XC4q “ V car pC˚q4 est Zariski dense dans C4 et V n’a aucune composante
irreductible dans txyzw “ 0u (le complémentaire de pC˚q4 dans C4).

En conclusion, T est un tore qui agit sur V avec une orbite ouverte. C’est donc bien
le tore de la variété torique V par définition.

(3) Montrer que les points A Ă Z3 utilisés pour définir Φ sont donnés par les colonnes de
la matrice

rΦs “

»

–

1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 ´1

fi

fl

et que CrV s “ CrSs, où S est le semi-groupe engendré par les vecteurs colonnes de
rΦs.

Par construction, l’ensemble A de Z3 utilisés pour définir Φ “ ΦA est l’ensemble
des poids qui apparaissent dans Φ “ pχm1 , . . . , χm4q. On rappelle que par définition
χmpt1, t2, t3q “ tm1

1 tm2
2 tm3

3 . Comme Φ1 “ t1, on a m1 “ p1, 0, 0q, Φ2 “ t2, on a

m2 “ p0, 1, 0q, Φ3 “ t3 , m3 “ p0, 0, 1q et Φ4 “ t1t2t
´1
3 donne m4 “ p1, 1,´1q. Le fait

que CrV s “ CrSs est une application directe de la Proposition III.1.18.

(4) Soit C Ă R3 le cone

C :“

#

4
ÿ

i“1

λimi | λi P R`

+

où les pmiq sont les vecteurs colonnes de rΦs. Montrer que S “ C X Z3.

Calcul direct qui utilise la décomposition de tout réel x comme x “ Epxq ` px ´
Epxqq, avec Epxq la partie entière de x.

On terminera par un exercice qui montre que différentes paramétrisations peuvent donner
la même variété torique, mais avec des comportements des paramétrisations différents.

Exercice III.1.24. Soient Φ1ps, tq “ ps
2, st, st3q et Φ2ps, tq “ ps

3, st, t3q deux paramétri-
sations de variété toriques affines de C3.

(1) Montrer que Φ1 et Φ2 paramétrisent la variété Vpxz ´ y3q Ă C3 (remarquez que
Vpxz ´ y3q X ppC˚q3q “ ΦippC˚q2q).

(2) On étend Φ1 et Φ2 en des applications C2 Ñ Vpxz´y3q. Montrer que Φ2 est surjective,
mais que Φ1 ne l’est pas.

Fin du deuxième cours (19/01/2021)

2. Cônes et variétés affines toriques

On commence cette section en donnant quelques propriétés autour des cônes polyédraux
convexe et des cônes polyédraux rationnels. Dans un deuxième temps, on explique comment
construire une variété torique affine à partir d’un cône polyédral. Les énoncés autour des cônes
polyédraux sont admis, pour plus de détails on renvoit à l’appendice de [Oda].
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2.1. Cônes polyédraux convexes. Soit MR et NR une paire duale d’espaces vectoriels
fixée.

Définition III.2.1. Un cône polyédral convexe dans NR est un ensemble de la forme

σ “ ConepSq “

#

ÿ

uPS

λu u | λu ě 0

+

Ă NR

où S Ă NR est un ensemble fini. On dit que σ est engendré par S. On définit ConepHq “ t0u.

Le cône polyédral convexe σ est un cône (c’est-à-dire, si x P σ, alors λx P σ pour λ ě 0) et
est clairement convexe. Comme on étudiera uniquement des cônes convexes, les cônes vérifiant
la définition III.2.1 seront simplement appelés cônes polyédraux.

La dimension dimpσq du cône polyédral σ est la dimension du plus petit sous espace
vectoriel W “ vectpσq de NR contenant σ. On appelle vectpσq le sous-espace vectoriel engendré
par σ.

Exemple III.2.2. L’ensemble R2
` Ă R2 est un cone polyhédral. On note te1, . . . , enu la

base canonique de Rn. Déssiner les cônes engendrés par S1 “ te1, e2, e1 ` e3, e2 ` e3u ou bien
S2 “ te1, e2, e3,´e3u dans R3. Une différence remarquable est que le premier ne contient
aucune droite vectorielle, tandis que le second en contient une. On dira que le second cone
n’est pas strictement convexe. Enfin, on peut avoir des cones de dimension plus petite que la
dimension de l’espace ambiant, par exemple Conepte1uq Ă Rn pour n ě 2.

Cône dual et faces. On note x¨ , ¨y l’application de dualité entre MR et NR. Cet appa-
riement est utilisé pour définir le dual et les faces d’un cône polyhédral.

Définition III.2.3. Soit σ Ă NR un cône polyédral. Le cône dual de σ est défini par

σ_ “ tm PMR : xm, uy ě 0 pour tout u P σu .

Une proposition cruciale de la théorie est la suivante qui stipule que la dualité préserve le
caractère polyhédral d’un cone.

Proposition III.2.4. Soit σ P NR un cône polyédral. Alors σ_ est un cône polyédral dans
MR et pσ_q_ “ σ.

Soit m PMR. On définit l’hyperplan (si m ‰ 0)

Hm “ tu P NR : xm, uy “ 0u

et le demi-espace fermé

H`m “ tu P NR : xm, uy ě 0u.

Définition III.2.5. Soit σ une cône polyédral. On dit que τ est une face de σ si τ “ HmXσ
pour un certain m P σ_. La notation τ ĺ σ sera utilisée pour signifier que τ est une face de
σ. On dit qu’une face τ de σ est propre si τ ‰ σ. On notera τ ă σ pour signifier que τ est
une face propre.

Notez que dans la définition précédente on autorise m “ 0, de telle sorte que σ est toujours
une face de lui-même (la plus grande ses faces pour la relation d’inclusion).

Exemple III.2.6. Déterminer les faces de R2
` dans R2 (il y en a quatre).

Les faces d’un cône polyhédral sont également des cônes polyhédraux. En fait, on a :
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Proposition III.2.7. Soit σ un cône polyhédral. Alors

(1) Toute face de σ est un cône polyhédral.

(2) L’intersection de deux faces de σ est encore une face de σ.

(3) Toute face d’une face de σ est encore une face de σ.

Un lemme utile est le suivant :

Lemme III.2.8. Soit τ une face d’un cône polyédral σ. Si v, w P σ et v ` w P τ alors
v, w P τ . Réciproquement, si C Ă σ est un cône qui satisfait que pour tout v, w P σ ,
v ` w P C implique v, w P C, alors C est une face de σ.

Démonstration. La preuve est laissée en exercice. Pour la réciproque, on peut supposer
que C intersecte l’intérieur relatif de σ (quitte à se restreindre à une face de σ). �

Définition III.2.9. Soit σ un cône polyédral. Une facette de σ est une face de codimension
1 et une arête (ou rayon) de σ est une face de dimension 1.

Voici des propriétés des facettes.

Proposition III.2.10. Soit σ Ă NR un cône polyédral. Alors :

(1) Si σ “ H`m1
X . . .XH`ms pour m1, . . . , ms P σ

_, alors σ_ “ Conepm1, . . . , msq.

(2) Si dimσ “ n, alors en p1q, on peut dire que les facettes de σ sont les τi “ Hmi X σ.

(3) Toute face propre τ est l’intersection des facettes de σ contenant τ .

Remarque III.2.11. Dans Rn, le produit scalaire usuel permet d’identifier Rn avec son
dual. Les vecteurs m1, . . . , ms du point p1q de la Proposition III.2.10 sont les normales des
facettes (c’est-à-dire mi est perpendiculaire à Hmi). Ceci permet de faire des calculs explicites.

Exercice III.2.12. Soit σ1 “ ConepS1q Ă R3 comme dans l’exemple III.2.2.

(1) Montrer que les normales aux facettes de σ1 sont donnés par te1, e2, e3, e1 ` e2 ´ e3u.

(2) En déduire que
σ_1 “ Conepte1, e2, e3, e1 ` e2 ´ e3uq.

(3) Vérifier que pσ_1 q
_ “ σ1.

(4) Montrez que
Crσ_1 X Z3s » Crx, y, z, ws{pxy ´ zwq.

On retrouve un exemple déjà étudié de variété torique affine...

Plus généralement si σ Ă NR est un cône polyédral et τ ĺ σ une face, on définit :

τK “ tm PMR : xm, uy “ 0 pour tout u P τu

et τ˚ :
τ˚ “ tm P σ_ : xm, uy “ 0 pour tout u P τu “ σ_ X τK.

Proposition III.2.13. Si τ est une face d’un cône polyédral σ, alors :

(1) τ˚ est une face de σ_

(2) L’application τ ÞÑ τ˚ définie sur l’ensemble des faces de σ vers les faces de σ_ est
bijective et renverse l’inclusion.

(3) dim τ ` dim τ˚ “ n.
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Remarque III.2.14. On appelle τ˚ la face duale de τ .

Exemple III.2.15. Calculer les faces duales du cone Conepte1, e2uq Ă R3 dans R3.

L’espace vectpσq est le plus petit sous espace vectoriel de NR contenant σ. L’intérieur
relatif de σ que l’on notera Relintpσq est l’intérieur de σ dans vectpσq. On peut caractériser
Relintpσq de la façon suivante :

u P Relintpσq ô xm, uy ą 0 pour tout m P σ_zσK .

Si vectpσq “ NR, l’intérieur relative de σ est simplement l’intérieur de σ noté Intpσq.

Exercice III.2.16. Soit τ ĺ σ une face d’un cône polyhédral et soit m P σ_.

(1) Montrer que m P τ˚ ô τ Ă Hm X σ.

(2) Montrer que m P Relintpτ˚q ô τ “ Hm X σ

Forte convexité. On dit qu’un cône polyédral est fortement convexe si t0u est une face.

Proposition III.2.17. Soit σ Ă NR un cône polyédral. Alors les assertions suivantes son
équivalentes :

(1) σ est fortement convexe ;

(2) t0u est une face de σ ;

(3) σ ne contient aucun sous-espace de NR de dimension positive ;

(4) σ X p´σq “ t0u ;

(5) dimσ_ “ n .

Corollaire III.2.18. Si σ est un cône polyédral fortement convexe de dimension maxi-
male, alors σ_ l’est aussi.

Voici un exercice pour manipuler les notions vues jusqu’à présent.

Exercice III.2.19. Soit σ Ă NR un cône polyhédral.

(1) Montrer que σ a une unique face minimale par rapport à la relation ĺ (indication :
utiliser la Proposition III.2.13). On note W cette face.

(2) Montrer que W “ pσ_qK.

(3) Montrer que W est le plus grand espace vectoriel inclus dans σ.

(4) Montrer que W “ σ X p´σq.

(5) Soit m P σ_. Montrer que

m P Relintpσ_q ôW “ Hm X σ.

On termine cette section sur la forte convexité par le lemme de séparation. Ce dernier per-
mettra de recoller les variétés toriques affines ensemble pour construire des variétés toriques.
Il joue donc un rôle particulier dans la théorie.

Lemme III.2.20 (Lemme de séparation). Soient σ1, σ2 Ă NR des cônes polyédraux qui se
rencontrent le long d’une face commune τ “ σ1 X σ2. Alors

τ “ Hm X σ1 “ Hm X σ2

pour tout m P Relintpσ_1 X p´σ2q
_q.



32 III. VARIÉTÉS TORIQUES AFFINES

Démonstration. On part de la relation suivante

σ_1 X p´σ2q
_ “ pσ1 ´ σ2q

_

où

σ1 ´ σ2 “ tu´ v | u P σ1, v P σ2u.

Soit alors m P Relintpσ_1 X p´σ2q
_q. On déduit de l’exercice III.2.19 que

Hm X pσ1 ´ σ2q “ pσ1 ´ σ2q X pσ2 ´ σ1q

car pσ1 ´ σ2q X pσ2 ´ σ1q est la face minimale de pσ1 ´ σ2q. D’autre part,

pσ1 ´ σ2q X pσ2 ´ σ1q “ τ ´ τ.

En effet, l’ inclusion non triviale est pσ1´σ2qXpσ2´σ1q Ă τ´τ . Soit alors u “ a1´a2 “ b2´b1,
où ai, bi P σi. On a alors a1 ` b1 “ a2 ` b2 P τ “ σ1 X σ2. Comme τ est une face de σi, on en
déduit que ai, bi P τ . D’où u P τ ´ τ . On a donc bien montré

pσ1 ´ σ2q X pσ2 ´ σ1q “ τ ´ τ,

et donc

Hm X pσ1 ´ σ2q “ τ ´ τ.

En intersectant avec σ1 et en utilisant le Lemme III.2.8 de nouveau, on obtient

Hm X σ1 “ pτ ´ τq X σ1 “ τ.

En intersectant avec ´σ2, on obtient symétriquement

Hm X σ2 “ τ,

d’où le résultat. �

Cônes polyédraux rationnels. On s’intéresse à des variétés algébriques. Il faut donc
introduire des cônes rationnels. Soit M et N deux réseaux duaux avec NR “ N bZ R , MR “
M bZ R les espaces vectoriels associés.

Définition III.2.21. Un cône polyédral σ Ă NR est rationnel si σ “ ConepSq pour un
certain ensemble fini S Ă N .

Remarque III.2.22. Les faces et le cône dual d’un cône polyédral rationnel sont ration-
nels. De plus, la rationnalité implique que si σ “ ConepSq où S Ă N est fini et NQ “ N bZQ,
alors

σ XNQ “

#

ÿ

uPS

λu u : λu P Q et λu ě 0

+

.

Un cône polyédral rationnel fortement convexe admet un ensemble canonique de géné-
rateurs. Soit ρ une arrête de σ. Comme σ est fortement convexe, ρ est une demi-droite, et
comme σ est rationnel le semi-groupe ρXN admet un unique générateur uρ P ρXN . L’élément
uρ est appelé générateur du rayon ρ ou générateur minimal de ρ. L’ensemble des générateurs
minimaux des rayons de σ sera appelé ensemble des générateurs minimaux du cône σ, pour
la raison suivante :

Lemme III.2.23. Un cône polyédral rationnel fortement convexe est engendré par les gé-
nérateurs minimaux de ses rayons.
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De manière équivalente, si σ est un cône polyhédral fortement convexe rationnel, son dual
σ_ l’est aussi. De plus, si la dimension de σ est maimale, σ_ est engendré par les générateurs
des normales aux facettes de σ.

Remarque III.2.24. À partir de maintenant, pour simplifier les notations, on appellera
simplement cône tout cône polyhédral rationnel fortement convexe.

La définition suivante distingue deux classes importantes de cônes, qui donneront des
variétés lisses ou orbifoldes.

Définition III.2.25. Soit σ Ă NR un cône polyédral rationnel fortement convexe.

(1) Le cône σ est lisse ou régulier si ses générateurs minimaux peuvent être complétés en
une Z-base de N .

(2) Le cône σ est simplicial si ses générateurs minimaux sont linéairement indépendant
sur R.

Remarque III.2.26. Le dual d’un cône lisse (resp. simplicial) de dimension maximal est
aussi lisse (resp. simplicial).

Exemple III.2.27. Le cone de l’exemple III.2.15 est lisse, tandis que l’exemple σ1 de
l’exercice III.2.12 n’est pas simplicial. Le cône Conepe1, e1 ` 2e2q de R2 est simplicial mais
non lisse (dans le réseau Z2 Ă R2).

2.2. Algèbres de semi-groupes et variétés toriques affines. C’est dans cette sec-
tion que l’on va faire le lien entre les variétés affines toriques et les cônes. Ce lien repose sur
le Lemme de Gordan. Soit σ Ă NR un cône polyédral rationnel.

Proposition III.2.28 (Lemme de Gordan). Le réseau de point Sσ “ σ_ X M est un
semi-groupe affine.

Démonstration. Comme σ_ est polyédral rationnel, il existe T ĂM fini tel que σ_ “
ConepT q. L’ensemble

K “

#

ÿ

mPT

δmm : 0 ď δm ă 1

+

est borné dans MR » Rn. Comme M » Zn, l’ensemble KXM est fini. Donc A “ T YpKXMq
est fini.

Par construction, nous avons A Ă Sσ. Comme NA ĂM et NA Ă σ_, nous avons NA Ă Sσ.
Montrons que A engendre Sσ en tant que semi-groupe affine. Soit w P Sσ. Comme Sσ Ă σ_,
on peut écrire

w “
ÿ

mPT

λmm

où λm ě 0. Comme λm “ tλmu` δm avec tλmu P N et 0 ď δm ă 1, nous avons

w “
ÿ

mPT

tλmum`
ÿ

mPT

δmm.

Comme M est un réseau et w PM , on déduit que
ÿ

mPT

δmm PM
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c’est à dire
ÿ

mPT

δmm PM XK.

Donc Sσ Ă NA. Ainsi, nous avons Sσ “ NA. C’est donc un semi-groupe affine. �

On obtient alors directement de ce lemme une construction de variétés toriques à partir
de cônes. On verra plus tard que les variétés toriques affines qui proviennent de cônes sont
précisément celles qui sont normales.

Théorème III.2.29. Soit σ Ă NR un cône polyédral rationnel. On pose Sσ “ σ_ XM .
Alors

Uσ “ SpecpCrSσs q “ SpecpCrσ_ XM sq
est une variété affine torique. De plus

dimUσ “ nðñ le tore de Uσ est TN “ N bZ C˚ ðñ σ est fortement convexe.

Remarque III.2.30. Dans la suite on se restreindra aux cônes polyhédraux rationnels
fortement convexes pour s’assurer que le tore de la variété soit bien TN .

Remarque III.2.31. D’après ce théorème il semble qu’il soit plus utile de travailler di-
rectement avec σ_ plutôt que σ. On verra dans le Chapitre IV que le choix de σ apparâıt
naturellement dès qu’on s’intéresse au recollement de variétés affines toriques.

Démonstration. Grâce à la Proposition III.2.28 et au Théorème III.1.21, on déduit que
Uσ est une variété affine torique dont le tore a pour réseau de caractères ZSσ ĂM . On a par
ailleurs

ZSσ “ tm1 ´m2 : m1, m2 P Sσu.

Soit m P M et k ą 1 tel que km P ZSσ. Il existe m1, m2 P Sσ tel que km “ m1 ´m2.
Nous avons

m “
1

k
m1 ´

1

k
m2 i.e m`m2 “

1

k
m1 `

k ´ 1

k
m2.

Comme σ_ est convexe, on déduit que m`m2 P Sσ. Donc m “ pm`m2q ´m2 P ZSσ. D’où
ZSσ est saturé dans M (autrement dit, M{ZSσ est sans torsion). Ainsi

Le tore de Uσ est TN ðñM “ ZSσ ðñ rangpZSσq “ n.

Grâce à la Proposition III.2.17, pour montrer la dernière équivalence du théorème, il suffit de
montrer l’équivalence suivante :

rangpZSσq “ nðñ dimσ_ “ n.

Si Sσ “ NA, en suivant la démonstration du lemme de Gordan (Proposition III.2.28), on voit
que σ_ “ ConepAq. Donc dimσ_ “ dim ConepAq. Comme dim ConepAq “ dim vectpAq “
rangpZAq “ rangpZSσq, on conclut que dimσ_ “ rangpZSσq. �

Exemple III.2.32. On revient à l’exemple σ1 de l’exercice III.2.12. D’après cet exercice,
on a Uσ1 “ Vpxy ´ zwq.

L’exercice suivant caractérise les variétés toriques affines provenant de cônes lisses.

Exercice III.2.33. Soient 0 ď r ď n deux entiers. Soit σ :“ Conepe1, . . . , erq Ă Rn.

(1) Montrer que σ_ “ Conepe1, . . . , er,˘er`1, . . . ,˘enq.

(2) En déduire que Uσ “ Cr ˆ pC˚qn´r.
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(3) En déduire que toute variété affine torique obtenue à partir d’un cône lisse est iso-
morphe à Cr ˆ pC˚qn´r pour un tel couple pr, nq. On verra dans la suite du cours
que toutes les variétés toriques affines lisses proviennent d’un cône lisse, et sont donc
isomorphes à un tel modèle.

On retrouve aussi le cone normal rationnel.

Exercice III.2.34. Soit d P N˚ et σ “ Conepde1 ´ e2, e2q Ă R2.

(1) Montrer que σ_ “ Conepe1, e1 ` de2q.

(2) Soit A “ te1 ` βe2 : β P t0, 1, . . . , duu Ă σ_ X Z2 “ Sσ. Montrer que Sσ “ NA.

(3) Conclure que Uσ est isomorphe au cône rationnel normal pCd

On remarque dans l’exemple du cône normal rationnel un fait important : les générateurs du
cône dual σ_ ne sont pas en général des générateurs du semi-groupe Sσ. De manière générale,
les générateurs ajoutés pour engendrer Sσ sont la cause de singularités (comparer avec les
exemples de l’exercice III.2.33).

L’exemple précédent soulève un problème important dans les calculs explicites : pour un
cône σ donné, déterminer un système de générateur du semi-groupe Sσ “ σ_ XM associé.
Lorsque σ Ă NR est un cône de dimension maximale, le semi-groupe Sσ possède un unique
ensemble minimal de générateurs, appelé Base de Hilbert de Sσ. On va décrire cette base et
ses propriétés. Ces résultats seront très utiles en pratique.

Définition III.2.35. Un élément m P Sσ non nul est dit irréductible si m “ m1`m2 pour
m1, m2 P Sσ implique m1 “ 0 ou m2 “ 0.

La base de Hilbert est obtenue avec les éléments irréductibles du semi-groupe :

Proposition III.2.36. Soit σ Ă NR un cône de dimension maximale et Sσ “ σ_ XM le
semi-groupe associé. Alors

H “ tm P Sσ : m est irréductibleu

possède les propriétés suivantes :

(1) H est fini et engendre Sσ.

(2) H contient les générateurs minimaux de σ_.

(3) H est l’ensemble minimal engendrant Sσ au sens de l’inclusion.

Démonstration. Comme σ est de dimension maximale, par la Proposition III.2.17, σ_

est fortement convexe. On peut donc déterminer un élément u P σ X N , non nul, et tel que
xm,uy P N˚ pour tout m P Sσ (considérer un point dans l’intérieur qui soit dans le réseau).

Supposons maintenant m P Sσ ne soit pas irréductible. On écrit alors m “ m1 `m2 avec
m1,m2 P Sσzt0u. On a

xm,uy “ xm1, uy ` xm2, uy

et par choix de u,
0 ă xm1, uy ă xm,uy et 0 ă xm2, uy ă xm,uy.

En itérant le procédé, on voit que tout élément m P Sσ se décompose comme somme d’irré-
ductibles, et donc H engendre Sσ. Comme Sσ admet un ensemble de générateurs fini (lemme
de Gordan), H est fini. Ceci prouve le point p1q.

On passe au point p2q. Soit maintenant ρ Ă σ_ un rayon de σ_ et soit vρ le gńérateur
minimal de ρ. Il s’agit de montrer que vρ est irréductible. On fixe u P Relintpρ˚qXN , de telle
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sorte que ρ “ HuXσ
_ (voir exercice III.2.16). Si jamais il existe m,m1 P Sσ avec vρ “ m`m1,

on a
0 “ xvρ, uy “ xm,uy ` xm

1, uy.

Comme u P pσ_q_ “ σ, xm,uy ě 0 et xm1, uy ě 0, d’où

xm,uy “ xm1, uy “ 0,

et donc m,m1 P Hu X σ_ “ ρ. Or vρ est un générateur minimal de ρ XM , d’où m “ 0 ou
m1 “ 0. On a donc vρ irréductible, ce qui prouve p2q.

Enfin, pour p3q, soit K un ensemble générateur de Sσ. Soit h P H. Pour montrer que
h P K, il suffit de décomposer h dans la famille génératrice K. L’irréductibilité de h impose
alors que h P K. D’où le résultat. �

Définition III.2.37. Les élément de H sont appelés générateurs minimaux de Sσ.

Remarque III.2.38. La Proposition III.2.36 est vraie pour tout semi-groupe affine véri-
fiant S X p´Sq “ t0u.

On termine cette section avec un autre exemple en dimension supérieure.

Exercice III.2.39. On considère le cône simplicial σ “ Conepe1, e2, e1 ` e2 ` 2e3q Ă R3

pour le réseau Z3.

(1) Décrire σ_ et déterminer les générateurs minimaux de σ_ X Z3.

(2) Calculer l’idéal de la variété torique affine Uσ.

(3) Conclure que Uσ » SpecpCrx1, . . . , x6s{px1x2 ´ x3x4, x
2
1 ´ x3x5, x

2
2 ´ x3x6qq.

Fin du troisième cours (26/01/2021)

3. Propriétés des variétés toriques affines

Dans cette partie, on donne quelques propriétés élémentaires des variétés toriques affines.
On commence par caractériser les points de ces variétés en termes de semi-groupes. Ensuite, on
décrira en termes de cônes quand elles sont normales, singulières ou lisses. Enfin, on traduira
la notion de morphismes dans le langage des cônes.

3.1. Points des variétés toriques affines. On commence par donner plusieurs carac-
térisations des points des variétés toriques affines.

Proposition III.3.1. Soit V “ SpecpCrSsq la variété torique affine associé au semi-
groupe affine S. Les ensembles suivants sont en correpondance bijective :

(1) les point de p P V ;

(2) les idéaux maximaux m Ă CrV s ;

(3) les homomorphismes de semi-groupes γ : S Ñ C où C est considéré comme un semi-
groupe via la multiplication.

Démonstration. On a déjà vu dans le Chapitre I la correspondance entre points et
idéaux maximaux. On va montrer la correpondance entre points et homomorphismes de semi-
groupes.

Soit p P V . On lui associe le morphisme de semi-groupes :

γ : S Ñ C
m ÞÑ χmppq.
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Ce dernier est bien défini comme χm P CrSs “ CrV s.
Dans l’autre direction, soit γ : S Ñ C un morphisme de semi-groupes. Comme tχm, |m P

Su est une base de CrSs, γ induit un morphisme linéaire surjectif de CrSs vers C, dont le
noyau est un idéal maximal de CrSs, et donc un point de V . �

Dans l’exercice qui suit, on propose une version concrète de la correspondance entre semi-
groupes et points.

Exercice III.3.2. Soit V “ SpecpCrSsq la variété torique affine associé à un semi-groupe
affine S “ NA, avec A “ tm1, . . . ,msu un ensemble de générateurs de S. Soit γ : S Ñ C un
morphisme de semi-groupes. On pose p “ pγpm1q, . . . , γpmsqq P Cs.

(1) Montrer que p P YA.

(2) Montrer que p correspond au point construit dans la preuve de la Proposition III.3.1.
Pour cela, on rappelle que CrSs “ Crχm1 , . . . , χmss.

Comme application de ce résultat, on décrit l’action du tore sur V “ YA. Dans la dé-
monstration de la Proposition III.1.4, on a montré que l’action de TN sur YA est induite par
l’action usuelle de pC˚qs sur Cs. Dans le Lemme III.3.3, on montre comment voir l’action de
TN sur YA de manière intrinsèque à travers les homomorphismes de semi-groupes.

Lemme III.3.3. Soit V “ SpecpCrSsq une variété affine torique associée au semi-groupe
affine S. On suppose que le tore de V est TN , avec N “ HomZpZS,Zq (i.e. M “ ZS). Soient
γ : S Ñ C un homomorphisme de semi-groupes et p le point de V associé. Alors, pour t P TN
fixé, le point t ¨ p est associé à l’homomorphisme de semi-groupes m ÞÑ χmptq γpmq.

Démonstration. On suppose que S “ NA, où A “ tm1, . . . ,msu est un ensemble de
générateurs de S. On a alors V “ YA et le point p est p “ pγpm1q, . . . , γpmsqq P Cs. De plus,
suivant la preuve de la Proposition III.1.4, et comme M “ ZS, on a une suite exacte courte :

(3) 0 Ñ L “ kerpΦ̂Aq Ñ Zs ÑM Ñ 0.

Par dualité, et en tensorisant par C˚ on obtient :

(4) 1 Ñ TN Ñ pC˚qs Ñ L˚ bZ C˚ Ñ 1

L’injection TN Ñ pC˚qs est simplement le morphisme ΦAptq “ pχm1ptq, . . . , χmsptqq. On en
déduit que l’action de t P TN sur p P V , plongée dans Cs, est donnée par :

t ¨ p “ pχm1ptqγpm1q, . . . , χ
msptqγpmsqq.

L’homomorphisme de semi-groupe associé est bien m ÞÑ χmptqγpmq. �

On aurait aussi pu traduire l’action de son tore sur une variété torique affine via son
algèbre de fonctions régulières. Ceci est l’objet de l’exercice suivant.

Exercice III.3.4. Avec les notations du lemme précédent, montrer que le morphisme

TN ˆ V Ñ V

donné par l’action du tore sur V est induit par le morphisme de C-algèbres :

CrSs Ñ CrM s bC CrSs
χm ÞÑ χm b χm.

On va maintenant étudier un point distingué pour une variété torique affine : le point fixe
sous l’action du tore. Pour que celui-ci existe, on a besoin de l’analogue pour les semi-groupes
de la notion de forte convexité :
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Définition III.3.5. On dit qu’un semi-groupe S est pointé si SXp´Sq “ t0u, c’est-à-dire
0 est l’unique élément inversible.

Proposition III.3.6. Soit V une variété torique affine. Alors :

(1) Si V “ SpecpCrSsq pour un semi-groupe affine S, alors l’action du tore a un point
fixe si et seulement si S est pointé ; dans ce cas, cet unique point fixe est donnée par
l’homomorphisme de semi-groupe γ : S Ñ C défini par

γ : m ÞÑ

"

1 si m “ 0
0 si m ‰ 0

.

(2) Si V “ YA pour A Ă Szt0u, alors l’action du tore a un point fixe si et seulement si
0 P YA, et dans ce cas 0 est l’unique point fixe.

Démonstration. Tout d’abord on remarque que si S est pointé, alors γ est bien défini.
En effet, si m,m1 P S, γpm`m1q “ γpmqγpm1q “ 0 si et seulement si γpmq “ 0 ou γpm1q “ 0.
Ceci équivaut à m ‰ 0 ou m1 ‰ 0. On doit donc avoir m`m1 ‰ 0 si et seulement si m ‰ 0 ou
m1 ‰ 0, ce qui donne m “ ´m1 si et seulement si m “ m1 “ 0, i.e. S est pointé. Maintenant,
d’après le Lemme III.3.3, si p est le point associé à un semi-groupe affine α : S Ñ C, alors p
est un point fixe de TN si et seulement si

@m P Szt0u, @t P TN , χ
mptqαpmq “ αpmq,

ce qui impose bien α “ γ.
Pour le second point, supposons tout d’abord que V ait un point fixe p P V Ă Cs. Alors

d’après le premier point, S “ NA est pointé et p P Cs est donné par γ. De manière explicite,
on a p “ pγpm1q, . . . , γpmsqq “ p0, . . . , 0q car A ne contient pas 0. Réciproquement, si l’origine
appartient à V Ă Cs, c’est un point fixe de pC˚qs et donc de TN . �

On en déduit directement le résultat suivant, qui est un premier pas vers la correpondance
orbites-cônes des variétés toriques.

Corollaire III.3.7. Soit Uσ la variété affine d’un cône σ Ď NR. Alors l’action du tore
de Uσ a un point fixe si et seulement si dimσ “ dimNR, et dans ce cas, cet unique point fixe
est donné par l’idéal maximal

xχm |m P Sσzt0uy Ă CrSσs.

3.2. Normalité et saturation. On va maintenant démontrer que les variétés toriques
affines qui proviennet de cônes sont celles qui sont normales. Par la suite, dans tout le cours,
on se restreindra à l’étude de ces dernières.

Définition III.3.8. Un semi-groupe affine S Ă M est saturé si pour tout k P Nzt0u et
tout m PM , km P S implique m P S.

Exercice III.3.9. Si σ Ă NR est un cone polyédral rationnel fortement convexe, alors
Sσ “ σ_ XM est saturé (indication : utiliser la rationnalité).

Afin de démontrer le résultat principal de cette section, on utilisera les lemmes suivants,
dont les preuves sont laissées en exercice.

Lemme III.3.10. Soit A ĂM un ensemble fini. Le semi-groupe NA est saturé dans M si
et seulement si NA “ ConepAq XM .
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Démonstration. Indication : utiliser

ConepAq XMQ “ t
ÿ

vPA

λvv | λv P Q`u.

�

Lemme III.3.11. Soient N un réseau et soit u P N un élément primitif (c’est à dire tel
que 1

ku R N pour tout entier k ě 2). Montrer que u peut être complété en une Z-base de N .

Théorème III.3.12. Soit V une variété affine torique de tore TN . Les affirmations sui-
vantes sont équivalentes :

(1) V est normale ;

(2) V “ SpecpCrSsq, où S ĂM est un semi-groupe affine saturé ;

(3) V “ Uσ “ SpecpCrSσsq, où Sσ “ σ_XM et σ est un cône polyédral rationnel fortement
convexe.

Démonstration. Par le Théorème III.1.21, V “ SpecpCrSsq pour un semi-groupe S
contenu dans un réseau. Par la Proposition III.1.18, le tore TN de V a pour réseau de caractère
M “ ZS. On pose n “ dimV , et on a M » Zn.

Montrons p1q ñ p2q. Comme V est normale, CrV s “ CrSs est intégralement clos dans son
corps de fractions CpV q. On suppose que km P S pour k P N˚ et m PM . Comme χm est une
fonction polynomiale sur TN et que TN Ă V , on déduit que χm est une fonction rationnelle
sur V (car TN est un ouvert de Zariski). Comme χm P CrSs est une racine du polynôme
unitaire Xk ´ χkm à coefficient dans CrSs, par la définition de normalité de V , χm P CrSs.
Donc m P S, c’est-à-dire S est saturé.

Montrons p2q ñ p3q Soit A Ă S un ensemble fini de générateurs de S. Le semi-groupe
S se trouve dans le cône polyédral rationnel ConepAq Ă MR. On a dim ConepAq “ n. Donc
σ “ ConepAq_ Ď NR est un cône polyédral rationnel fortement convexe tel que S Ă σ_XM .
Par le Lemme III.3.10, on a S “ σ_ XM “ Sσ.

Montrons p3q ñ p1q : On va montrer que CrSσs est normal lorsque σ Ă NR est un cône
polyédral rationnel fortement convexe. Soit ρ1, . . . , ρr les rayons de σ. Comme σ est engendré
par ses rayons, nous avons

σ_ “
r
č

i“1

ρ_i , donc CrSσs “
r
č

i“1

CrSρis

où Sρi “ ρ_i XM . Donc pour montrer que CrSσs est normal il suffit de montrer que chaque
CrSρis est normal. Soit ρ un rayon de σ. Le générateur minimal uρ P ρXN de ρ est un élément
primitif. On peut donc trouver (Lemme III.3.11) une base pe1, . . . , enq de N tel que uρ “ e1.
Ainsi, ρ “ Conepe1q et

CrSρs “ Crx1, x
˘1
2 , . . . , x˘1

n s “ Crx1, . . . , xnsx2¨¨¨xn .

Comme Crx1, . . . , xns est normal, le localisé Crx1, . . . , xnsx2¨¨¨xn l’est aussi. D’où le résultat.
�

Exemple III.3.13. On déduit du Théorème III.3.12 que Vpxy´ zwq est normale, comme
variété torique associée au cone Conepe1, e2, e1 ` e3, e2 ` e3q.

On propose le devoir suivant sur le procédé de normalisation des variétés toriques affines.
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Devoir Maison 1 : Normalisation torique affine. Soit S un semi-groupe affine et
soit V “ SpecpCrSsq la variété torique dont le réseau de caractères est M “ ZS.

Exercice III.3.14. Soient ConepSq le cône engendré par une famille génératrice finie de
S et σ :“ ConepSq_ Ă NR.

(1) Montrer que σ est un cône polyhédral rationnel strictement convexe de NR.

(2) Montrer que le morphisme Uσ Ñ V induit par l’inclusion CrSs Ă Crσ_ XM s est la
normalisaton de V .

On illustre ce résultat sur l’exemple :

Exercice III.3.15. Soit A “ tp4, 0q, p3, 1q, p1, 3q, p0, 4qu Ă Z2.

(1) Montrer que YA n’est pas normale.

(2) Identifier la normalisation de YA.

3.3. Variétés affines toriques lisses. Soit σ Ă NR un cône. Dans cette partie, on
étudie à quelle condition la variété Uσ associée au cône σ est lisse. Moralement, le point le
plus singulier de Uσ sera son point fixe, quand il existe. Il est donc nécessaire de contrôler
l’espace tangent de Zariski en ce point. Si σ Ă NR est de dimension maximale, le cone σ_ est
fortement convexe. Donc Sσ “ σ_ XM admet une base de Hilbert H (Proposition III.2.36).
On note également pσ P Uσ l’unique point fixe de l’action du tore sur Uσ (Corollaire III.3.7).

Lemme III.3.16. Soit σ Ă NR un cône de dimension maximale et TpσpUσq l’espace tangent
de Zariski de la variété affine Uσ au point pσ. Alors

dimTPσpUσq “ |H|.

Démonstration. Par le Corollaire III.3.7, l’idéal maximal de CrSσs correspondant à pσ
est

m “ xχm |m P Sσzt0uy.

On a alors

m2 “ xχm`m
1

|m, m1 P Sσzt0uy.

Comme tχmumPSσ est une base de CrSσs, nous avons

m “
à

m‰0

C ¨ χm “

˜

à

m irréductible

C ¨ χm
¸

‘

˜

à

m réductible

C ¨ χm
¸

“

˜

à

mPH

C ¨ χm
¸

‘m2.

Donc

dimm{m2 “ |H|.

En utilisant l’isomorphisme m{m2 Ñ mUσ , pσ{m
2
Uσ , pσ

et le fait que TpσpUσq est le dual de

mUσ , pσ{m
2
Uσ , pσ

, on conclut que dimTpσpUσq “ |H|. �

Exemple III.3.17. L’espace tangent de Zariski du cône normal rationnel pCd en l’origine
est de dimension d ` 1. On en déduit que Cd`1 est le plus petit espace affine dans lequel on

peut plonger pCd.

Pour caractériser les variétés toriques lisses, il faudra aussi traiter le cas où σ n’est pas
de dimension maximale. On se ramènera à la situation dimpσq “ dimpUσq à l’aide du lemme
suivant, laissé en exercice.
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Exercice III.3.18. Soit N1 Ă N un sous-réseau saturé d’un réseau N . Alors il existe un
sous réseau N2 Ă N tel que N “ N1 ‘N2.

On peut maintenant montrer le résultat principal de cette section.

Théorème III.3.19. Soit σ Ă NR un cône. La variété Uσ est lisse si et seulement si σ
est lisse. De plus, toute variété torique affine lisse est de cette forme.

Comme application de ce théorème, dans le Chapitre V, on donnera une classification des
surfaces toriques complètes lisses.

Démonstration. Si une variété torique affine V est lisse, alors elle est normale. Par le
Théorème III.3.12, on a V “ Uσ pour un cône σ Ă NR. On note n “ dimUσ “ dimNR.

On suppose que σ est lisse. Il existe r P t0, . . . , nu et une partie pe1, . . . , erq d’une Z-base
de N tel que σ “ Conepe1, . . . , erq (avec σ “ t0u si r “ 0). On calcul alors σ_. Si

m “

n
ÿ

j“1

αj e
˚
j P σ

_

fixé où αj P R et

u “
r
ÿ

j“1

λj ej P σ

quelconque, on a

xm, uy “
r
ÿ

j“1

λj αj .

Comme xm, uy ě 0 pour tout u P σ, on déduit que les réels α1, . . . , αr sont positifs ou nuls.
On a donc

σ_ “ Conepe˚1 , . . . , e
˚
r , ˘e

˚
r`1, . . . , ˘e

˚
nq.

On pose alors A “ te˚1 , . . . , e
˚
r , ˘e

˚
r`1, . . . , ˘e

˚
nu, de telle sorte que

Sσ “ σ_ X Zn “ NA,
et

CrSσs “ Crx1, . . . , xr, x
˘1
r`1, . . . , x

˘1
n s.

Comme Crx1, . . . , xr, x
˘1
r`1, . . . , x

˘1
n s “ Crx1, . . . , xnsxr`1¨¨¨xn , nous avons

SpecpCrSσsq “ CnzVpxr`1 ¨ ¨ ¨xnq “ Cr ˆ pC˚qn´r .

Ainsi, Uσ – Cr ˆ pC˚qn´r est une variété lisse.
Dans l’autre direction, on suppose que Uσ est lisse. On considère alors deux cas, en fonction

de la dimension de σ. On suppose dans un premier cas que dimσ “ n. On a alors un unique
point fixe pσ P Uσ sous l’action du tore sur Uσ, et comme Uσ est lisse, dimTpσpUσq “ n. Par
le Lemme III.3.16, le cardinal de la base de Hilbert H de Sσ est n. Comme chaque rayon
ρ Ă σ_ contribue à un élément de H (Proposition III.2.36) et comme dimσ_ “ n, on a

n “ |H| ě |trayons ρ Ă σ_u| ě n.

Donc σ_ possède exactement n rayons et les éléments de H sont les générateurs minimaux
de ces rayons. Enfin, M “ ZSσ, et les n générateurs primitifs des rayons de σ_ engendrent le
réseau M » Zn. Ils forment donc une base de M et σ_ est lisse. Par dualité, on déduit que σ
est lisse.
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On traite désormais le cas dimσ “ r ă n en se ramenant au premier cas. Soit N1 le
plus petit sous réseau saturé de N contenant les générateurs de σ. Le groupe N{N1 est sans
torsion, donc il existe un sous réseau N2 de N tel que N “ N1‘N2 (cf Exercice III.3.18). De
plus, rangpN1q “ r. L’égalité N “ N1‘N2, implique que M “M1‘M2 où Mi est le dual de
Ni. Comme σ Ă pN1qR Ă NR, cela donne deux variétés affines toriques

Uσ,N1 “ SpecpCrσ_ XM1sq et Uσ,N “ SpecpCrσ_ XM sq

de dimensions r et n respectivement. Comme

Sσ,N “ Sσ,N1 ‘M2,

on obtient

CrSσ,N s » CrSσN1
s bC CrM2s.

Ainsi, nous avons

Uσ,N – Uσ,N1 ˆ TN2 – Uσ,N1 ˆ pC˚qn´r.

Comme Uσ “ Uσ,N est lisse par hypothèse, on a Uσ,N1 lisse. D’après le premier cas, on déduit
que σ est lisse. �

3.4. Morphismes toriques entre variétés toriques affines. La dernière section de ce
chapitre donne une caractérisation des morphismes toriques entre variétés toriques affines. Ce
sont des morphismes équivariants sous l’action des tores qui sont induits par des morphismes
de groupes entre les tores.

Définition III.3.20. Soient Vi “ SpecpCrSisq deux variétés affines toriques définies par
des semi-groupes affines Si, i P t1, 2u. Un morphisme de variétés affines ϕ : V1 Ñ V2 est dit
torique si l’application associée entre anneaux de coordonnées ϕ˚ : CrS2s Ñ CrS1s est induite
par un homomorphisme de semi-groupes pϕ : S2 Ñ S1.

Avec les notations de la définition précédente, voici une caractérisation géométrique de
ces morphismes :

Proposition III.3.21. Soit TNi le tore de la variété affine torique Vi, pour i P t1, 2u. Soit
ϕ : V1 Ñ V2 un morphisme de variétés affines. Alors :

(1) Le morphisme ϕ : V1 Ñ V2 est torique si et seulement si ϕpTN1q Ă TN2 et ϕ|TN1
:

TN1 Ñ TN2 est un homomorphisme de groupes.

(2) Le morphisme ϕ : V1 Ñ V2 est équivariant, c’est-à-dire pour tout t P TN1 et p P V ,

ϕpt ¨ pq “ ϕptq ¨ ϕppq.

Démonstration. On commence par montrer p1q. Supposons que ϕ soit torique. Il pro-
vient alors de ϕ̂ : S2 Ñ S1 qui est un morphisme de semi-groupes. Ce dernier s’étend en un
morphisme de groupes ϕ̃ : M2 ÑM1, où Mi “ ZSi est le réseau de caractères de Vi, et donne
le diagramme commutatif

(5)
CrS2s

ϕ˚
Ñ CrS1s

Ó Ó

CrM2s
ϕ̃
Ñ CrM1s.
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On applique alors le foncteur Spec pour obtenir :

V1
ϕ
Ñ V2

Ò Ò

TN1 Ñ TN2 .

On en déduit que ϕpTN1q Ă TN2 . De plus, comme TNi “ HomZpMi,C˚q, et comme ϕ est
induit par un morphisme de groupes M2 ÑM1, ϕ|TN1

est un morphisme de groupes.

Réciproquement, si ϕ vérifie ces propriétés, on a encore un diagramme (5), et ϕ̃ est induit
par un morphisme de groupes ϕ̃ : M2 ÑM1 (on rappelle que les morphismes de groupes entre
tores sont des morphismes de tores, cf Chapitre II). Mais comme ϕ˚pCrS2sq Ă CrS1s, on a
ϕ̃pCrM2sq Ă CrM1s, et donc ϕ̃ se restreint en un morphisme de semi-groupes ϕ̂ : S2 Ñ S1.

Pour le point p2q, on rappelle que l’action de TNi sur Vi est donnée par un morphisme
Φi : TNi ˆ Vi Ñ Vi. Le fait que ϕ soit équivariant est équivalent à

Φ2 ˝ pϕ|TN1
ˆ ϕq “ ϕ ˝ Φ1.

Cette égalité est vraie sur TN1ˆTN1 car φ|TN1
est un morphism de groupes. Comme TN1ˆTN1

est Zariski dense, on obtient l’égalité sur TN1 ˆ V1. �

Exercice III.3.22. Montrer que le morphisme de normalisation de l’exercice III.3.14 est
un morphisme torique.

Pour caractériser les morphismes toriques entre variétés associées à des cônes, on introduit
quelques notations. Un homomorphisme ϕ : N1 Ñ N2 entre deux réseaux induit :

‚ un morphisme de groupes ϕ : TN1 Ñ TN2 ,
‚ une application linéaire ϕR : pN1qR Ñ pN2qR.

Proposition III.3.23. Soient σ1 Ă pN1qR et σ2 Ă pN2qR deux cônes, ainsi qu’un mor-
phisme de réseaux ϕ : N1 Ñ N2. Alors, ϕ : TN1 Ñ TN2 s’étend en un morphisme torique
ϕ : Uσ1 Ñ Uσ2 si et seulement si ϕRpσ1q Ă σ2.

Démonstration. On pose Si le semi-groupe affine de Uσi de telle sorte que ZSi “ Mi

et ConepSiq “ σ_i . On remarque tout d’abord que ϕ induit un morphisme ϕ̂ : M2 ÑM1. On
laisse en exercice de conclure que ϕ̂ se restreint en un morphisme de semi-groupes S2 Ñ S1 si
et seulement si ϕRpσ1q Ă σ2. �

Une classe intéressante d’exemples de morphismes toriques est donnée par des quotients
finis, où le cône σ est fixé, mais le réseau N varie.

Exemple III.3.24. On considère dans R2 le cône σ “ Conepe1, e2q. On définit les réseaux
N 1 “ Z2 et

N :“ tp
a

2
,
b

2
q | a, b P Z, a` b ” 0 mod 2u.

On a alors σ Ă N 1R Ă NR. Les réseaux duaux satisfont

M “ tpa, bq | a, b P Z, a` b ” 0 mod 2u ĂM 1 “ Z2

et σ_ ĂM 1
R ĂMR. Les variétés toriques associées sont

Uσ,N 1 “ C2

et

Uσ,N “ pC2.
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L’inclusion N 1 Ă N induit un morphisme torique

ϕ : C2 Ñ pC2.

On peut préciser ce morphisme. On pose µ2 “ t˘1u » N{N 1. Ce groupe agit sur Uσ,N 1 “
SpecpCrs, tsq » C2 par ´1 ¨ ps, tq “ p´s,´tq. Cette action induit une action de µ2 sur Crσ_X
M 1s et l’anneau des invariants sous cette action est exactement

Crσ_ XM 1sµ2 “ Crs2, st, t2s “ Cr pC2s.

Le morphisme ϕ est simplement le morphisme quotient :

ϕ : C2 Ñ C2{µ2 » pC2.

Devoir maison 2 : quotients finis toriques affines. On va généraliser l’exemple
précédent. Soit N 1 Ă N deux réseaux, avec N 1 d’indice fini dans N . On fixe σ Ă N 1R “ NR un
cône. L’inclusion N 1 Ă N induit un morphisme torique

ϕ : Uσ,N 1 Ñ Uσ,N .

Exercice III.3.25. On note M et M 1 les réseaux duaux de N et N 1. On pose G :“ N{N 1.

(1) Montrer que l’on a des isomorphismes

G » HomZpM
1{M,C˚q “ kerpTN 1 Ñ TN q.

(2) Montrer que G agit sur Crσ_ XM 1s.

(3) Montrer que l’anneau des invariants sous cette acton est

Crσ_ XM 1sG “ Crσ_ XM s.

(4) Montrer que G agit sur Uσ,N 1 et que le morphisme ϕ est constant sur les G-orbites,
induisant une bijection

Uσ,N 1{G » Uσ,N .

Fin du quatrième cours (02/02/2021)



Chapitre IV

Variétés toriques

Les variétés toriques affines du Chapitre III vont nous servir de modèles locaux pour
définir les variétés toriques abstraites, comme dans le Chapitre I, Section 2.

Définition IV.0.1. Une variété torique est une variété irréductible X contenant un tore
complexe TN comme sous-ensemble ouvert de Zariski et telle que l’action de TN sur lui-même
s’étende en une action algébrique sur X.

Exemple IV.0.2. Bien entendu, pC˚qn, Cn et CPn sont des variétés toriques.

Dans la suite, on va se restreindre aux variétés toriques normales et séparées. On verra dans
la Section 1 comment ces variétés sont obtenues à partir d’éventails. On donnera également
un critère de régularité et de complétude. Puis dans la Section 2 on donnera une classification
des orbites de l’action du tore pour toute variété torique. Enfin, dans la Section 3, on décrira
les morphismes toriques.

1. Éventails et variétés toriques normales

Dans cette section, on construit la variété torique XΣ associée à un éventail de NR. Le
procédé utilisé est le recollement de variétés affines, comme dans le Chapitre I. On commence
donc par décrire les ouverts affines utiles pour le recollement.

1.1. Faces d’un cône et ouverts affines. Soit σ Ă NR un cône (polyédral rationnel
strictement convexe). La proposition suivante va nous permettre de décrire les ouverts TN -
invariants de Uσ. On rappelle que toute face τ Ă σ s’écrit τ “ σ XHm pour un m P σ_ XM
avec Hm “ tu P NR | xm, uy “ 0u.

Proposition IV.1.1. Soit τ “ HmXσ une face de σ pour m P σ_XM . Alors Crτ_XM s
est la localisation de Crσ_ XM s au point χm P CrSσs. C’est à dire,

CrSτ s “ CrSσsχm .

Démonstration. On fixe un ensemble fini S Ă N tel que σ “ ConepSq. L’inclusion
τ Ă σ implique Sσ Ă Sτ . De plus, comme pour tout u P τ , xm, uy “ 0, on a ˘m P τ_. Donc

Sσ ` Z ¨ p´mq Ă Sτ .

On montre l’inclusion inverse. Soit m1 P Sτ fixé. On pose

C “ max
uPS

|xm1, uy| P N.

On a alors par choix de C que Cm `m1 P Sσ. En effet, soit u P S fixé. Si xm, uy “ 0, alors
u P τ . Donc xm1, uy ě 0, c’est-à-dire xCm ` m1, uy ě 0 . Si xm, uy ‰ 0, alors xm, uy ě 1.
Donc xCm`m1, uy ě Cxm, uy ´ C ě 0 . Ainsi, m1 P Sσ ` Cp´mq et

Sτ Ă Sσ ` Zp´mq.
45
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On a donc montré que

(6) Sτ “ Sσ ` Z ¨ p´mq
ce qui entraine CrSτ s “ CrSσsχm . �

Soit τ “ Hm X σ une face de σ. D’après la Proposition III.3.23, l’identité N Ñ N et
l’inclusion τ Ă σ induisent un morphisme torique Uτ Ñ Uσ associé à l’inclusion CrSσs Ă
CrSτ s. Grâce à la Proposition IV.1.1, on a

(7) Uτ “ SpecpCrSτ sq “ SpecpCrSσsχmq “ pSpecpCrSσsq qχm “ pUσqχm Ă Uσ.

On en déduit que Uτ est un ouvert affine TN -invariant de la variété Uσ. En particulier, si deux
cônes σ et σ1 s’intersectent le long d’une face commune τ “ σ X σ1, on obtient les inclusions

Uσ Ą Uτ Ă Uσ1 .

On va pouvoir recoller Uσ et Uσ1 le long de Uτ , avec compatibilité de l’action de TN .

Remarque IV.1.2. C’est pour cela que l’on utilise σ, et non pas σ_, pour décrire la
variété torique Uσ. L’application σ ÞÑ Uσ préserve les inclusions, ce qui n’est pas vrai pour
les faces duales.

On termine par une proposition, élément clé pour montrer que la variété associée à un
éventail est séparée.

Proposition IV.1.3. Si σ1, σ2 P Σ et τ “ σ1 X σ2, alors Sτ “ Sσ1 ` Sσ2.

Démonstration. L’inclusion Sσ1`Sσ2 Ă Sτ découle du fait que σ_1 `σ
_
2 “ pσ1 X σ2q

_
“

τ_.
Soit p P Sτ et m P σ_1 X p´σ

_
2 q XM tel que σ1 X Hm “ σ2 X Hm “ τ . En appliquant

(6) à σ1, on obtient p “ q1 ` lp´mq où q1 P Sσ1 et l P N. Comme ´m P σ_2 , on déduit que
p P Sσ1 ` Sσ2 . �

1.2. Éventails et recollement. La construction d’une variété torique à partir de recol-
lement de variétés affines suggère la définition suivante.

Définition IV.1.4. Un éventail Σ dans NR est une collection finie de cônes (polyédraux
rationnels strictement convexes ) de NR telle que

(1) Pour tout cône σ P Σ, les faces de σ sont aussi dans Σ.

(2) Pour tout σ1, σ2 P Σ, l’intersection σ1 X σ2 est une face de σ1 et σ2.

De plus si Σ est un éventail, alors

i. Le support de Σ est le sous-ensemble de NR :

|Σ| “
ď

σPΣ

σ Ă NR.

ii. Σprq est l’ensemble des cônes de dimensions r de Σ.

On montre maintenant comment les cônes d’un éventail permettent la construction d’une
variété torique. Par le Théorème III.2.29, chaque cône σ P Σ donne une variété affine torique
Uσ. Pour toute face τ de σ donnée par τ “ σ X Hm, on a Uτ “ pUσqχm . Si τ “ σ1 X σ2, le

Lemme III.2.20 nous donne l’existence de m P σ_1 Xp´σ
_
2 qXM tel que σ1XHm “ σ2XHm “ τ .

On obtient ainsi les inclusions

(8) Uσ1 Ą pUσ1qχm “ Uτ “ pUσ2qχ´m Ă Uσ2 .
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On considère maintenant la collection des variétés affines Uσ “ SpecpCrSσsq où σ parcourt
tous les cônes de Σ. Soit σ1, σ2 deux tels cônes et τ “ σ1Xσ2. Par (8), on a un isomorphisme

gσ2, σ1 : pUσ1qχm Ñ pUσ2qχ´m

qui est l’identité sur Uτ . Comme les conditions de compatibilité pour recoller les variétés
affines Uσ le long des variétés pUσqχm sont vérifiées, on obtient une variété abstraite X. On
note XΣ cette variété pour signaler qu’elle vient de l’éventail Σ.

Théorème IV.1.5. Soit Σ un éventail de NR. La variété XΣ est une variété torique
normale et séparée.

Remarque IV.1.6. On rappelle qu’une variété algébrique complexe est séparé si et seule-
ment si elle est de Hausdorff pour sa topologie usuelle.

Démonstration. Comme chaque cône de Σ est fortement convexe, t0u Ă NR est une
face de tous les σ P Σ. Donc TN “ SpecpCrM sq Ă Uσ pour tout σ P Σ, c’est-à-dire TN Ă

XΣ. On sait que TN agit sur Uσ. Comme les isomorphismes gσ2, σ1 donnent l’identité sur
CrSσ1Xσ2s, on conclut que l’action est compatible sur l’intersection de chaque paire d’ouverts
du recouvrement de XΣ. Cela donne une action algébrique de TN sur Xσ.

La variété XΣ est irréductible car les ouverts Uσ sont des variétés affines toriques irré-
ductibles contenant le tore TN . Par le Théorème III.3.12, la variété affine Uσ est normale. En
utilisant la Proposition I.2.11, on conclut que XΣ est normale.

Pour montrer que XΣ est séparé, il suffit de montrer que pour chaque paire de cônes
σ1, σ2, l’image de l’application diagonale

∆ : Uτ Ñ Uσ1 ˆ Uσ2 ,

où τ “ σ1 X σ2, est fermée. L’application ∆ vient de l’homomorphisme de C-algèbre

∆˚ : CrSσ1s bC CrSσ2s Ñ CrSτ s
χm b χn ÞÑ χm`n.

D’après la Proposition IV.1.3, ∆˚ est surjective, et

CrSτ s » pCrSσ1s bC CrSσ2sq { ker ∆˚.

Donc l’image de ∆ est un fermé de Zariski de Uσ1 ˆ Uσ2 . �

Remarque IV.1.7. La variété torique XΣ est parfois notée XpΣq. Si l’on veut préciser la
dépendance au réseau N , on notera XΣ par XΣ, N .

Exemple IV.1.8. Le Théorème IV.1.5 montre qu’une variété affine torique normale Uσ
est égale à la variété torique XΣ où Σ est l’éventail engendré par σ (c’est à dire σ et toutes
ses faces).

Exemple IV.1.9. On classifie toutes les variétés toriques normales et séparées de dimen-
sion 1. On peut supposer que N “ Z et NR “ R. Les seuls cônes de NR sont σ0 “ r0; `8r ,
σ1 “s ´8; 0s et τ “ t0u. Ceci donne 4 éventails possible.

(1) L’éventail tτu donne la variété C˚ ; en effet Sτ “ Z et Uτ “ SpecpCrt, t´1sq.

(2) Les éventails tσ0, τu et tσ1, τu donnent la variété C car Sσ0 “ N et Uσ0 “ SpecpCrtsq.
(3) L’éventail tσ0, σ1, τu donne la variété CP1.

On représente ici l’éventail de CP1 :



48 IV. VARIÉTÉS TORIQUES

‚
0σ1 σ0

Voici des exemples de surfaces :

Exemple IV.1.10. Soit r P N et Σr l’éventail de NR “ R2 formé des cônes σ1 “

Conepe1, e2q , σ2 “ Conepe1, ´e2q , σ3 “ Conep´e2, re2 ´ e1q et σ4 “ Conepe2, re2 ´ e1q.

σ1

σ2

σ3

σ4
‚p´1, rq

La variété torique XΣr associée est recouverte par des ouvert affines

Uσ1 “SpecpCrx, ysq » C2

Uσ2 “SpecpCrx, y´1sq » C2

Uσ3 “SpecpCrx´1, x´ry´1sq » C2

Uσ4 “SpecpCrx´1, xrysq » C2.

La variété XΣr est appelé surface d’Hirzebruch , on la notera Fr.

Un fait remarquable est qu’en général, toute variété torique normale séparée provient d’un
éventail. C’est une conséquence du théorème de Sumihiro, que l’on admettra.

Théorème IV.1.11 (Sumihiro). Soit TN un tore agissant sur une variété normale séparée
X. Alors tout point p P X a un voisinage ouvert affine TN -invariant.

Corollaire IV.1.12. Soit X une variété torique normale et séparée qui a pour tore TN .
Alors il existe un éventail Σ de NR tel que X » XΣ.

Remarque IV.1.13. Dans le reste de ce cours, on ne considère plus que des variétés
normales et séparées. À partir de maintenant, par variété torique on entendra variété
torique normale et séparée. En particulier, toutes les variétés toriques de la suite du cours
sont définies par un éventail.

Exercice IV.1.14. Donner les éventails des variétés toriques C˚ˆC˚, C˚ˆC, C˚ˆCP1,
Cˆ C, CP1 ˆ CP1, CP2.

On peut construire des exemples en dimension plus grande à l’aide de produits :

Proposition IV.1.15. Soit Σi Ă pNiqR un éventail, pour i P t1, 2u. Alors,

Σ1 ˆ Σ2 “ tσ1 ˆ σ2 | σi P Σiu

est un éventail dans pN1 ˆN2qR et

XΣ1ˆΣ2 – XΣ1 ˆXΣ2 .
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Exercice IV.1.16. Démontrer la Proposition IV.1.15.

On peut aussi construire des exemples singuliers.

Devoir maison 3 : Étude d’un exemple, Exercice IV.1.17.

Exercice IV.1.17. On considère l’espace projectif à poids Pp1, 1, 2q. Cet espace est, par
définition, le quotient de C3zt0u par l’action de C˚ donnée par

C˚ ˆ C3zt0u Ñ C3zt0u
pλ, px, y, zqq ÞÑ pλx, λy, λ2zq.

(1) Montrer que Pp1, 1, 2q est une variété torique.

(2) On définit le réseau N comme le quotient de Z3 par le sous-réseau Z ¨ p1, 1, 2q. On pose
ui l’image de l’élément ei de la base standard de Z3 dans N , pour i P t1, 2, 3u. Montrer
la relation u1 ` u2 ` 2u3 “ 0.

(3) Soit Σ l’éventail de NR formé par l’ensemble des cônes engendrés par les sous-ensembles
de tu1, u2, u3u. Montrer que XΣ » Pp1, 1, 2q.

(4) Montrer que Uσ2 » Vpxz ´ y2q, et donc XΣ est singulière.

On finit cette section par une description en termes d’éventails de la régularité et de la
complétude des variétés toriques.

Définition IV.1.18. Soit Σ Ă NR un éventail. On dit que :

(1) Σ est lisse (ou regulier) si tout cône σ de Σ est lisse.

(2) Σ est complet si son support vérifie

|Σ| “
ď

σPΣ

σ “ NR.

On a alors

Théorème IV.1.19. Soit XΣ la variété torique définie par l’éventail Σ de NR. Alors,

(1) XΣ est une variété lisse si et seulement si l’éventail Σ est lisse.

(2) XΣ est compacte au sens de la topologie classique si et seulement si Σ est complet.

Démonstration. Le point p1q provient du Théorème III.3.19 car la régularité est une
notion locale. Le point p2q sera démontré dans la Section 2.5. �

Exercice IV.1.20. Vérifier que les surfaces de Hirzebruch Fr “ XΣr et CP2 sont lisses.

Remarque IV.1.21. Un fait non trivial, démontré par Serre dans son article GAGA, est
qu’une variété algébrique complexe X est compacte pour la topologie classique si et seulement
si elle complète pour la topologie de Zariski (c’est à dire que pour toute variété Z, la projection
πZ : X ˆ Z Ñ Z est fermée). Cette notion de complétude est la bonne notion qui remplace
la compacité en géométrie algébrique, et le théorème IV.1.19 donne un critère de complétude
pour une variété torique.

2. Correspondance orbites-cônes

On note TN le tore d’une variété torique fixée XΣ. Dans cette partie, on étudie les orbites
de l’action de TN sur XΣ. On montrera dans le Théorème IV.2.5 qu’il existe une bijection
entre les cônes de XΣ et les TN -orbites (i.e les orbites de l’action de TN sur XΣ).



50 IV. VARIÉTÉS TORIQUES

2.1. Points et homomorphismes de semi-groupes. Avant d’étudier les orbites de
l’action, on rappelle quelques faits sur la description intrinsèque des points pour une variété to-
rique. Dans la Proposition III.3.1, on a vu que les points de la variété affine Uσ “ SpecpCrSσsq
sont en bijections avec les homomorphismes de semi-groupes γ : Sσ Ñ C où Sσ “ σ_ XM .
Du Lemme III.2.8 et de la Proposition III.2.13 on déduit les faits suivants. Pour tout cône σ,
on a un point γσ de Uσ défini par

γσ : m ÞÑ

"

1 si m P σK XM
0 sinon.

Le point associé à γσ est appelé point distingué de σ. Par le Corollaire III.3.7, le point γσ est
fixé sous l’action de TN si et seulement si dimσ “ dimNR. De plus, si τ est une face de σ,
alors γτ P Uσ. Les points distingués apparaissent comme limites de l’action du tore. Dans la
proposition suivante, et ce qui suit, on identifie les points de TN avec leur image dans XΣ

donnée par l’inclusion TN Ă XΣ.

Proposition IV.2.1. Soit σ Ă NR un cône et soit u P N . Alors

u P σ ô D lim
tÑ0

λuptq P Uσ.

De plus, si u P Relintpσq, alors lim
tÑ0

λuptq “ γσ.

Démonstration. Soit u P N fixé. En utilisant un plongement de Uσ dans Cs de la forme
Uσ “ YA pour un système de générateurs A de Sσ, on a :

lim
tÑ0

λuptq existe dans Uσ ô lim
tÑ0

χmpλuptq q existe dans C pour tout m P Sσ

ô lim
tÑ0

txm,uy existe dans C pour tout m P Sσ

ô xm, uy ě 0 pour tout m P Sσ “ σ_ XM

ô u P pσ_q_ “ σ.

Ceci montre la première assertion.
Par ailleurs, si u P σ XN , alors lim

tÑ0
λuptq P Uσ est le point associé à l’homomorphisme de

semi-groupe γu : Sσ Ñ C défini par

γu : m P Sσ ÞÑ lim
tÑ0

txm,uy.

Si u P Relintpσq, alors xm, uy ą 0 pour tout m P Sσzσ
K et xm, uy “ 0 pour tout m P SσXσ

K.
En passant à la limite, on obtient le point γσ. �

Exercice IV.2.2. Illustrer la proposition précédente sur l’exemple

Vpxy ´ zwq “ SpecpCrσ_ X Z3sq,

où σ_ :“ Conepe1, e2, e3, e1 ` e2 ´ e3q.

2.2. Les orbites du tore. On étudie maintenant les TN -orbites sur XΣ. Chaque cône
σ P Σ admet un point distingué γσ P Uσ. Ceci donne une orbite du tore

Opσq :“ TN ¨ γσ Ă XΣ.

Pour déterminer la structure de Opσq, on commence par un lemme dont la preuve est laissée
en exercice.
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Lemme IV.2.3. Soit σ un cône dans NR. Soit Nσ le sous réseau de N engendré par les
points de σ XN et Npσq “ N{Nσ.

(1) L’appariement entre M et N induit un appariement non-dégénéré

(9) x¨ , ¨y : σK XM ˆNpσq Ñ Z.

(2) La paire duale ( 9) induit un isomorphisme naturel

HomZpσ
K XM, C˚q » TNpσq,

où TNpσq “ Npσq bZ C˚ est le tore associé à Npσq.

Soit un point p P Uσ représenté par l’homomorphisme de semi-groupe γ : Sσ Ñ C et
t P TN . On rappelle que le point t ¨ p est représenté par l’homomorphisme de semi-groupe

(10) t ¨ γ : m P Sσ ÞÑ χmptq γpmq.

Lemme IV.2.4. Soit σ un cône dans NR. Alors

Opσq “ tγ : Sσ Ñ C | γpmq ‰ 0 ô m P σK XMu » HomZpσ
K XM, C˚q » TNpσq.

Démonstration. L’ensemble O1 “ tγ : Sσ Ñ C | γpmq ‰ 0 ô m P σK XMu contient
γσ. De plus O1 est invariant sous l’action de TN définie en (10). On en déduit que Opσq Ă O1.

On remarque par ailleurs que σK est le plus grand sous espace vectoriel de MR à l’intérieur
de σ_. Donc SσXσ

K est un groupe contenu dans Sσ “ σ_XM . Si γ P O1, alors la restriction
de γ à Sσ X σ

K “ σK XM donne un homomorphisme de groupe pγ : σK XM Ñ C˚.
Inversement si pγ : σK X M Ñ C˚ est un homomorphisme de groupe, on obtient un

homomorphisme de semi-groupe γ : Sσ Ñ C défini par

γpmq “

"

pγpmq si m P σK XM
0 ailleurs

.

On a donc O1 » HomZpσ
K XM, C˚q.

En effectuant le produit tensoriel avec C˚ de la suite exacte

0 Nσ N Npσq 0

on obtient une surjection

TN “ N bZ C˚ Ñ TNpσq “ Npσq bZ C˚ » HomZpσ
K XM, C˚q.

Les bijections
TNpσq » HomZpσ

K XM, C˚q » O1

sont compatibles avec l’action de TN . Donc TN agit transitivement sur O1. Comme γσ P O
1,

on conclut que O1 “ TN ¨ γσ “ Opσq. �

2.3. La correspondance. Le théorème suivant caractérise en termes convexes les orbites
du tore.

Théorème IV.2.5 (Correspondance orbites-cônes). Soit XΣ la variété torique d’un éven-
tail Σ dans NR. On a alors les propositions suivantes.

(1) L’application
tCône σ P Σu Ñ tTN ´ orbite de XΣu

σ ÞÑ Opσq

est une correspondance bijective.
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(2) Soit n “ dimNR. Pour chaque cône σ P Σ, dimOpσq “ n´ dimσ.

(3) L’ouvert affine Uσ est l’union d’ orbites suivantes

Uσ “
ď

τĺσ

Opτq.

(4) On a l’inclusion τ ĺ σ si et seulement si Opσq Ă Opτq. De plus,

Opτq “
ď

τĺσ

Opσq

où Opτq est la fermeture à la fois dans la topologie de Zariski et la topologie classique.

Démonstration. Point (1). À tout cône σ P Σ est associé une TN -orbite Opσq telle que
si σ ‰ σ1, Opσq ‰ Opσ1q, d’après la description du Lemme IV.2.4. Soit O une TN -orbite dans
XΣ. Comme Uσ est une variété torique ayant pour tore TN , on déduit que XΣ est recouvert
par des ouvert TN -invariants qui sont donc des réunions de TN -orbites. De plus les ouverts
Uσ vérifient Uσ1 X Uσ2 “ Uσ1Xσ2 . Donc il existe un cône minimal σ P Σ tel que O Ă Uσ. On
va montrer que O “ Opσq. Cela conclura la preuve du premier point.

Soit γ P O et Eγ “ tm P Sσ | γpmq ‰ 0u. L’ensemble Eγ vérifie que si m,m1 P σ_ XM
avec m`m1 P Eγ , alors m,m1 P Eγ . D’après le Lemme III.2.8 qui caractérise les faces de σ_,
on en déduit que Eγ est l’intersection d’une face de σ_ avec M . D’après la caractérisation
des faces de σ_ (Proposition III.2.13), il existe une face τ ĺ σ tel que Eγ “ τK X Sσ. Ceci
implique que γ P Uτ (i.e. le morphisme de semi-groupes associé à γ est la restriction d’un
morphisme de semi-groupes défini sur Sτ ). On a montré que O Ă Uτ . Par minimalité de σ,
nous avons τ “ σ. Ainsi,

tm P Sσ | γpmq ‰ 0u “ σK XM.

Par le Lemme IV.2.4, γ P Opσq. On a alors l’égalité O “ Opσq car deux orbites sont égales ou
disjointes.

Point (2). Par le Lemme IV.2.3, on a dimOpσq “ dimTNpσq “ rangpNq ´ rangpNσq.
Comme rangpNσq “ dimσ et rangpNq “ n, on obtient dimOpσq “ n´ dimσ.

Point (3). Si τ ĺ σ est une face, alors Opτq Ă Uτ Ă Uσ. Donc Opτq est une orbite de Uσ.
Comme Uσ est une union d’orbites, on conclut d’après le premier point que toute orbite de
Uσ est de la forme Opτq avec τ ĺ σ.

Point (4). On commence avec la clôture de Opτq dans la topologie classique que l’on note

Opτq. Le fermé Opτq est invariant sous l’action de TN , donc est une union d’orbites.

On suppose que Opσq Ă Opτq. Comme Uσ est ouvert pour la topologie classique, si

Opτq XUσ “ H, alors Opτq XUσ “ H. Ceci contredit Opσq Ă Opτq . Donc Opτq Ă Uσ, par le
troisième point, on conclut que τ est une face de σ.

Réciproquement, on suppose que τ est une face de σ. On va construire un point dans
Opτq XOpσq de la forme γσ ¨ γτ , où γτ est le point distingué de Uτ . Soit u P Relintpσq. Pour
t P C˚, on définit γptq “ λuptq ¨ γτ . Le morphisme associé à γptq est l’application

m ÞÑ χmpλuptqqγτ pmq “ txm,uyγτ pmq.

Comme γτ P Opτq, γptq P Opτq pour tout t. On étudie maintenant la limite quand t Ñ 0, ce

sera un point de Opτq. Si m P σ_zσK, xm, uy ą 0 et si m P σK, on a xm, uy “ 0 . Donc

γp0q “ lim
tÑ0

γptq
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existe en tant que point de Uσ et par la Proposition IV.2.1, il représente un point dans
Opσq “ TN ¨ γσ. Ainsi, Opτq X Opσq ‰ H. Donc Opσq Ă Opτq. L’égalité suivante est donc
démontrée

Opτq “
ď

τĺσ

Opσq.

Il nous reste à montrer que Opτq est aussi un fermé de Zariski. Si on effectue l’intersection

de Opτq avec Uσ1 , nous avons d’après les points (3) et (4) que

Opτq X Uσ1 “
ď

τĺσĺσ1

Opσq.

Or, on peut démontrer que (cf exercice ci-dessous)
ď

τĺσĺσ1

Opσq “ VpIq

pour l’idéal I défini par

I “ xχm |m P pσ1q_ XMzτKy Ă CrSσ1s.

Cela montre que le fermé classiqueOpτq est une sous-variété deXΣ. DoncOpτq est la fermeture
de Zariski de Opτq. �

Exercice IV.2.6. Montrez l’assertion
ď

τĺσĺσ1

Opσq “ VpIq

pour l’idéal I défini par

I “ xχm |m P pσ1q_ XMzτKy Ă CrSσ1s.
(Notez tout d’abord que VpIq est une union d’orbites de Uσ1 . Puis utilisez le fait que pour γσ
le point distingué de Uσ, χmpγσq “ γσpmq, où dans le deuxieme terme de l’égalité γσ est vu
comme morphisme de semi-groupes).

Exercice IV.2.7. Caractériser les orbites de CP2 en termes de cônes d’un éventail.

Fin du cinquième cours (09/02/2021)

2.4. Les variétés V pτq. Avec les notations de la section rpécédentes, on va voir que les
fermetures des orbites sont également des variétés toriques. On note, pour τ P Σ,

V pτq “ Opτq.

Le tore Opτq “ TNpτq est un ouvert de V pτq, où Npτq a été défini dans le Lemme IV.2.3.
Pour chaque cône σ P Σ contenant τ , on note σ l’image du cône σ par l’application quotient
NR Ñ NpτqR venant de

0 Nτ N Npτq 0 .

On pose alors l’étoile de τ

Starpτq “ tσ Ă NpτqR | τ ĺ σ P Σu.

C’est un éventail dans NpτqR. Des points (1) et (4) du Théorème IV.2.5 on déduit :

Proposition IV.2.8. Pour tout τ P Σ, la fermeture de l’orbite V pτq “ Opτq est isomorphe
à la variété torique XStarpτq.
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Exercice IV.2.9. Décrire les variétés Vpτq pour XΣ “ Fr, la surface de Hirzebruch.

2.5. Compacité. On peut maintenant démontrer le point p2q du Théorème IV.1.19 :

Théorème IV.2.10. Soit XΣ une variété torique. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(1) XΣ est compacte dans la topologie classique ;

(2) Pour tout u P N , la limite lim
tÑ0

λuptq existe ;

(3) Σ est complet.

Démonstration. On sait que XΣ est séparé et donc Hausdorff dans la topologie clas-
sique. Comme la topologie des affines Uσ est métrisable, XΣ est compacte si et seulement si
elle est séquentiellement compacte. On va montrer p1q ñ p2q ñ p3q ñ p1q.

Supposons alors que XΣ est compacte. Soit u P N . Pour toute suite ptkq P C˚ qui tend
vers 0, on peut extraire par compacité une sous-suite de pλuptkqq qui converge dans XΣ vers
un point γ. Comme XΣ est recouverte par les ouverts affines Uσ, on peut fixer σ P Σ tel que
γ P Uσ. Il s’agit de montrer que lim

tÑ0
λuptq “ γ P Uσ, c’est à dire, par la Proposition IV.2.1,

u P σ. Soit alors m P σ_XM . La fonction χm est continue sur Uσ pour la topologie classique,
et donc

χmpγq “ lim
kÑ`8

χmpλuptkqq “ lim
kÑ`8

ptkq
xm,uy.

Comme cette limite existe, on en déduit que xm,uy ě 0, et donc u P pσ_q_ “ σ. D’où
p1q ñ p2q.

On suppose maintenant que p2q est vraie. Soit u P N . On a lim
tÑ0

λuptq existe dans un certain

Uσ, et donc par Proposition IV.2.1, n P σ XN . On en déduit que

N “
ď

σPΣ

σ XN,

et donc Σ est complet.
Montrons maintenant p3q ñ p1q par récurrence sur la dimension de XΣ. Dans le cas n “ 1,

le seul éventail complet correspond l̀a variété CP1 qui est homéomorphe à la sphère S2, et
donc compacte. Supposons alors que pour tout éventail complet d’un espace de dimension
inférieure strictement à n P N˚, la variété torique associée soit compacte. Soit Σ un éventail
complet de NR, où NR est supposé de dimension n. Soit pγkq P XΣ une suite de points. On doit
extraire une sous-suite convergente. Comme XΣ est recouverte par un nombre fini d’orbites
Opτq, on peut supposer sans perte de généralité que la suite pγkq est dans une orbite fixée

Opτq pour un τ P Σ. Si τ ‰ t0u, alors dimpτq ě 1 et la variété V pτq “ Opτq est de dimension
inférieure ou égale à n ´ 1. On peut appliquer l’hypothèse de récurrence pour conclure dans
ce cas. Reste alors à traiter le cas où la suite est dans Opt0uq “ TN .

On introduit alors l’application logarithmique suivante :

L : TN » HomZpM,C˚q Ñ NR » HomZpM,Rq
γ ÞÑ Lpγq : m ÞÑ log |γpmq|.

Cette application satisfait l’implication suivante, pour σ P Σ :

Lpγq P ´σ ùñ @m P σ_ XM, |γpmq| ď 1.

On considère pLpγkqq P NR. Comme NR est recouvert par les cônes σ P Σ en nombre fini, il
l’est par l’union des cônes ´σ, σ P Σ, et donc on peut supposer sans perte de généralité qu’il
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existe σ P Σ tel que pLpγkqq P ´σ. Mais alors @m P σ_ XM , @k, |γkpmq| ď 1. On fixe alors
un système fini de générateurs A “ tm1, . . . ,msu de Sσ. On a que pour tout j, et tout k,
|γkpmjq| ď 1. On peut donc extraire une sous suite, notée encore pγkq, telle que pour tout j,
γkpmjq soit convergente. En utilisant un plongement de la variété Uσ “ YA, on voit que pγkq
converge.

�

3. Morphismes toriques

On va caractériser sur les éventails les morphismes toriques entre variétés toriques. Un tel
morphisme doit être algébrique et préserver la structure du tore.

Définition IV.3.1. Une application φ : XΣ1 Ñ XΣ2 entre deux variétés toriques est un
morphisme torique si

(1) φ est un morphisme dans la catégorie des variétés algébriques ;

(2) la restriction de φ au tore TN1 Ă XΣ1 est un morphisme de groupes à valeurs dans le
tore TN2 Ă XΣ2 .

Remarque IV.3.2. On rappelle qu’un morphisme φ : X Ñ Y entre variétés algébriques
est un morphisme d’espaces annelés. C’est à dire, dans notre situation, une application Zariski-
continue telle que pour tout couple d’ouverts de Zariski U Ă X et V Ă Y , la restriction

φ : U X φ´1pV q Ñ V

préserve les applications régulières (@f P OY pV q, φ
˚pfq :“ f ˝ φ P OXpU X φ´1pV qq). Un

morphisme est donc une application continue “localement régulière”.

Comme dans le cas affine, on peut démontrer que les morphismes dans la catégorie torique
sont équivariants :

Lemme IV.3.3. Soit φ : XΣ1 Ñ XΣ2 un morphisme torique. Alors φ est équivariant pour
l’action des tores, c’est à dire :

@pt, xq P TN1 ˆXΣ1 , φpt ¨ xq “ φptq ¨ φpxq.

3.1. Σ-Compatibilité. La traduction sur les éventails d’un morphisme torique suit na-
turellement le cas affine vu en Section 3.4 du Chapitre III.

Définition IV.3.4. Soient N1, N2 deux réseaux et Σi un éventail de pNiqR, pour i P t1, 2u.
Un morphisme de Z-modules φ : N1 Ñ N2 est compatible avec les éventails Σ1 et Σ2 si pour
tout cône σ1 P Σ1, il existe un cône σ2 P Σ2 tel que φRpσ1q Ă σ2.

On a alors l’équivalence des deux notions de morphismes :

Théorème IV.3.5. Soient N1, N2 deux réseaux et Σi un éventail de pNiqR, pour i P t1, 2u.

(1) Si φ : N1 Ñ N2 est un morphisme de réseaux compatible avec Σ1 et Σ2, alors il y a un
morphisme torique φ : XΣ1 Ñ XΣ2 tel que la restriction au tore φ|TN1

soit l’application

φb 1 : N1 bZ C˚ Ñ N2 bZ C˚.

(2) Réciproquement, si φ : XΣ1 Ñ XΣ2 est un morphisme torique, φ induit un morphisme
de réseaux φ : N1 Ñ N2 compatible avec Σ1 et Σ2.
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Démonstration. Preuve de p1q. Soit σ1 P Σ1 et σ2 P Σ2 tel que φRpσ1q Ă σ2. D’après la
Proposition III.3.23, le morphisme φb 1 s’étend en un morphisme torique φσ1 : Uσ1 Ñ Uσ2 Ă
XΣ2 . Les morphismes tφσ1 | σ1 P Σ1u se recollent en un morphisme torique φ : XΣ1 Ñ XΣ2 .
En effet, si σ1, σ

1
1 P Σ1 et σ2, σ

1
2 P Σ2 sont tels que φRpσ1q Ă σ2 et φRpσ

1
1q Ă σ12, on a

φRpσ1 X σ11q Ă φRpσ1q X φRpσ
1
1q Ă σ2 X σ12. On en déduit que les restrictions de φσ1 et φσ11

à Uσ1 X Uσ11 “ Uσ1Xσ11 sont égales à φσ1Xσ11 . Ceci suffit pour assurer le recollement et définir
φ : XΣ1 Ñ XΣ2 .

Preuve de p2q. La restriction de φ à TN1 est un morphisme de groupes, et pour tout

u P N1, la composition φ ˝ λu : C˚ Ñ TN2 est un sous groupe à un paramètre λφpuq de
TN2 . Comme φ|TN1

est un morphisme de groupe, l’application u P N1 ÞÑ φpuq P N2 est un

morphisme de réseau. Il s’agit donc essentiellement de montrer que φ est compatible avec les
éventails. Soit σ1 P Σ1. On va utiliser la correspondance orbites-cônes pour trouver σ2 P Σ2

tel que φRpσ1q Ă σ2. On a, par équivariance de φ, φpOpσ1qq “ φpTN1 ¨ γσ1q Ă TN2 ¨ φpγσ1q, où
TN2 ¨ φpγσ1q est une orbite. Il existe donc σ2 P Σ2 telle que

φpOpσ1qq Ă Opσ2q.

On va montrer que

(11) φpUσ1q Ă Uσ2 .

On rappelle que

Uσi “
ď

τiĺσi

Opτiq.

Soit alors τ1 ĺ σ1. En raisonnant comme pour σ1, on sait qu’il existe τ2 P Σ2 tel que

φpOpτ1qq Ă Opτ2q.

De plus, φ est continue et donc Opσ1q Ă Opτ1q implique

φpOpσ1qq Ă φpOpτ1qq Ă Opτ2q.

On a alors l’inclusion de l’orbite contenant φpOpσ1qq :

Opσ2q Ă Opτ2q,

ce qui implique en retour que τ2 ĺ σ2, et donc l’inclusion (11) est vérifiée. Mais alors φ induit
un morphisme torique de Uσ1 vers Uσ2 , et donc par la Proposition III.3.23 on a la compatibilité

φRpσ1q Ă σ2.

�

Exercice IV.3.6. Déterminer des exemples de morphismes toriques Fr Ñ CP1. On peut
démontrer que Fr admet une structure de fibration torique sur CP1.

Exemple IV.3.7. Pour tout éventail Σ de NR et tout a P N˚, l’application

φa : N Ñ N
u ÞÑ a u

est compatible avec Σ. On en déduit un morphisme torique φa : XΣ Ñ XΣ dont la restriction
au tore TN » pC˚qn est donnée par φapt1, . . . , tnq “ pt

a
1, . . . , t

a
nq.
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3.2. Blow-ups. On présente une classe de morphismes toriques très utile dans la classi-
fication des variétés algébriques, les éclatements (ou blow-ups en anglais).

Remarque IV.3.8. On se restreindra aux éclatements de points, mais cette procédure
peut être étendue à l’éclatement de sous-variétés.

On commence par un exemple en dimension 2 :

Exemple IV.3.9. Soient V0 “ C2 “ SpecpCru, vsq et V1 “ C2 “ SpecpCrw, zsq deux copies
de C2. On considère les ouvers affines :

V10 :“ V0zVpvq “ SpecpCru, vsvq

et

V01 :“ V1zVpzq “ SpecpCrw, zszq
que l’on va recoller via les morphismes

g˚10 : Crw, zsz Ñ Cru, vsv
w ÞÑ uv
z Ñ 1

v

et
g˚01 : Cru, vsv Ñ Crw, zsz

u ÞÑ wz
v Ñ 1

z .

Comme g´1
01 “ g10, on peut recoller V0 à V1 le long des ouverts affines V10 » V01. On note V

la variété obtenue. On va montrer que V » Bl0pC2q, l’éclatement de C2 à l’origine, donnée
par

Bl0pC2q :“ Vpx0y ´ x1xq Ă CP1 ˆ C2,

où les variables rx0, x1s sont les variables homogènes de CP1 et px, yq sont les variables de
C2. Pour cela on va identifier un recollement qui permet d’obtenir W :“ Bl0pC2q. La variété
CP1 ˆ C2 est recouverte par

U0 ˆ C2 “ SpecpCr
x1

x0
, x, ysq

et

U1 ˆ C2 “ SpecpCr
x0

x1
, x, ysq.

On en déduit que W est recouverte par les affines

W0 “W X U0 ˆ C2 “ Vpy ´ p
x1

x0
qxq Ă U0 ˆ C2

et

W1 “W X U1 ˆ C2 “ Vpx´ p
x0

x1
qyq Ă U1 ˆ C2,

dont les anneaux de coordonées sont respectivement

CrW0s “ Cr
x1

x0
, x, ys{py ´ p

x1

x0
qxq » Cr

x1

x0
, xs

et

CrW1s » Cr
x0

x1
, ys.
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La variété W est alors obtenue par le recollement de W0 et W1 le long de W0zVpx1x0 q »
W1zVpx0x1 q via l’isomorphisme

Crx1x0 , xsx1x0
Ñ Crx0x1 , ysx0x1

x1
x0

ÞÑ x1
x0
“ px0x1

q´1

x ÞÑ x “ x0
x1
y.

On voit que les morphismes de recollement sont les mêmes que pour V et que V »W .
On passe maintenant à la description du morphisme d’éclatement

π : Bl0pC2q Ñ C2.

La projection sur le deuxième facteur π2 : CP1 ˆC2 Ñ C2 induit une projection π : W Ñ C2

par restriction à W . Dans la carte locale W0, de coordonnées px, x1x0 q, la projection se lit

px, x1x0 q ÞÑ px, y “ xx1x0 q, et est induite par le morphisme

CrC2s “ Crx, ys Ñ Crx1x0 , xs » CrW0s

x ÞÑ x
y ÞÑ xx1x0 .

On obtient de même une expression de π sur W1. Les propriétés fondamentales de ce mor-
phisme sont les suivantes :

(i) l’image réciproque E :“ π´1p0q (appelée diviseur exceptionnel) est isomorphe à CP1 ;

(ii) La restriction π : W zE Ñ C2zt0u est un isomorphisme.

La preuve de ces faits suit facilement de la description locale de π pour le point piiq et de la
définition de W Ă CP1 ˆC2 pour le point piq. Ces résultats expliquent la terminologie : on a
“éclaté” l’origine de C2 pour la remplacer par l’ensemble de toutes les directions en l’origine,
c’est à dire CP1.

On va maintenant donner une description purement torique du morphisme d’éclatement.
Soient les deux éventails suivants de NR “ R2, avec N “ Z2 : Σ est l’éventail de C2, dont les
cônes sont donnés par σ et l’ensemble des ses faces :

‚
p1, 0q

‚p0, 1q σ

L’éventail Σ1 est lui donné par σ1, σ2 et l’ensemble de leurs faces :
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σ1

σ2

‚
p1, 0q

‚p1, 1q‚p0, 1q

On laisse en exercice le soin de vérifier que XΣ » C2 et que XΣ1 » Bl0pC2q. De plus, le
morphisme identité Id : Z2 Ñ Z2 est compatible avec Σ1 et Σ (tous les cônes de Σ1 sont
envoyés dans σ). On a alors un morphisme torique induit φ : XΣ1 Ñ XΣ. On peut reconnâıtre
le morphisme d’éclatement décrit ci-dessus en travaillant dans les cartes affines. En effet, la
restriction φ : Uσ1 Ñ Uσ est induite par l’identité sur le tore, et correspond donc au morphisme

CrUσs “ Crx, ys Ñ Crx, x´1ys » CrUσ1s
x ÞÑ x
y ÞÑ y “ xpx´1yq.

On peut généraliser cet exemple en dimension supérieure :

Exercice IV.3.10. On définit l’éclatement de Cn à l’origine, noté Bl0pCnq, comme étant
la sous-variété W de CPn´1 ˆ Cn définie par les équations suivantes :

W “ Bl0pCnq “ Vpxi´1yj ´ xj´1yi | 1 ď i ă j ď nq Ă CPn´1 ˆ Cn,

où les rx0, . . . , xn´1s sont les coordonées homogènes de CPn´1 et les pyjq les coordonées de
Cn. On pose, pour i P t1, . . . , nu,

Ui´1 :“ CPn´1zVpxi´1q

et

Wi´1 :“W X pUi´1 ˆ Cnq.
(1) Montrer que pour tout i on a

CrWi´1s » Cr
x0

xi´1
, . . . ,

xi´2

xi´1
,
xi
xi´1

, . . . ,
xn´1

xi´1
, yis.

(2) Identifier les isomorphismes qui permettent de recoller les ouverts Wi´1zVpxj´1q et
Wj´1zVpxi´1q pour obtenir W .

(3) Montrer que la projection π2 : CPn´1 ˆ Cn Ñ Cn induit un morphisme π : W Ñ Cn
qui vérifie :
(i) l’image réciproque π´1p0q “ E est isomorphe à CPn´1 ;
(ii) La restriction π : W zE Ñ Cnzt0u est un isomorphisme.

(4) Donner une description en termes d’éventails du morphisme torique π.

On passe maintenant à la description générale de la procédure d’éclatement.
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Définition IV.3.11. Soit Σ un éventail de NR » Rn. Soit σ “ Conepu1, . . . , unq Ă NR
un cône lisse de Σ, tel que tu1, . . . , unu soit une base de N . On pose u0 :“ u1 ` . . . ` un
et on définit Σ1pσq comme étant l’ensemble des cônes engendrés par les sous-ensembles de
tu0, . . . , unu qui ne contiennent pas tu1, . . . , unu. On définit la subdivision étoilée de Σ le long
de σ comme étant l’éventail

Σ˚pσq :“ pΣztσuq Y Σ1pσq.

Exercice IV.3.12. Résoudre les questions suivantes :

(1) Vérifier que Σ˚pσq est bien un éventail de NR.

(2) On considère dans R3 l’éventail Σ défini par Conepe1, e2, e3q et l’ensemble de ses faces.
Décrivez Σ˚pσq.

(3) Faire un dessin.

La subdivision étoilée correspond à l’éclatement le long du point distingué γσ :

Proposition IV.3.13. Soient Σ un éventail de NR » Rn et σ “ Conepu1, . . . , unq P Σ un
cône lisse tel que tu1, . . . , unu soit une base de N . Alors le morphisme identité Id : N Ñ N
est compatible avec Σ˚pσq et Σ. De plus, le morphisme torique induit

φId : XΣ˚pσq Ñ XΣ

est l’éclatement de XΣ au point distingué γσ.

Démonstration. Par construction de la subdivision étoilée, il est clair que tout cône de
Σ˚pσq est inclus dans un cône de Σ. On a donc un morphisme torique induit

φId : XΣ˚pσq Ñ XΣ.

Comme Σ et Σ˚pσq sont identiques pour les cônes en dehors du support de σ, on peut se
restreindre au cas où Σ est l’éventail constitué de σ et toutes ses faces. Dans ce cas, XΣ “

Uσ » Cn car σ est lisse, de dimension n et strictement convexe. On sait également que le
point distingué γσ est l’unique point fixe sous l’action de TN , et correspond à l’origine dans
l’isomorphisme Uσ » Cn. On laisse alors en exercice de vérifier que dans cette description
locale, le morphisme

φId : XΣ˚pσq Ñ Uσ
correspond à l’éclatement de Cn en l’origine décrit dans l’exercice IV.3.10. �

Fin du sixième cours (16/02/2021)



Chapitre V

Surfaces toriques

Dans ce dernier chapitre, on spécialise les constructions des Chapitres III et IV au cas de
la dimension 2. On dénote N un réseau de rang 2, M “ HomZpN,Zq son réseau dual, ă ¨, ¨ ą
l’appariement entre M et N , et TN “ N bZ C˚ le tore complexe associé. En pratique, on
supposera N “ Z2, ce qui est toujours possible après un choix de Z-base.

La description en termes d’éventails de NR » R2 des surfaces toriques est très simple.
Elle va nous permettre dans la Section 1 d’obtenir une classification de toutes les surfaces
toriques lisses complètes (i.e. compactes). Le procédé d’éclatement décrit dans la Section 3.2
du Chapitre IV est l’outil principal pour obtenir ce résultat.

1. Classification des surfaces toriques complètes lisses

On a déjà vu dans le Chapitre IV (Exemple IV.1.10 et Exercice IV.1.14) des exemples de
surfaces toriques lisses : CP2 et les surfaces de Hirzebruch Fr, r P N. On rappelle les éventails
de ces surfaces. L’éventail de CP2 dans R2 “ Z2 bZ R est donné par :

σ1

σ2

σ3

ΣCP2

et celui de la r-ème surface de Hirzebruch Fr est donné par la figure suivante (le réseau
sous-jacent est Z2) :

61
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σ1

σ2

σ3

σ4
‚p´1, rq

Σr

À l’aide d’éclatements vus en Proposition IV.3.13, on peut construire d’autres exemples.
Ainsi, l’éventail de F1 est

σ1

σ2

σ3

σ4

‚p´1, 1q

Σ1

et l’éclatement Blγσ3 pF1q de F1 au point γσ3 est donné par l’éventail suivant :

σ1

σ2

σ23

σ13

σ4

ΣBlγσ3 pF1q

De même, l’éclatement Blγσ3 pCP
2q de CP2 au point γσ3 est donné par l’éventail suivant :
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σ1

σ2

σ23

σ13

ΣBlγσ3 pCP
2q

On peut alors itérer le procédé d’éclatement et obtenir de nombreux exemples de surfaces
toriques lisses complètes. Par exemple, on obtient un éclatement itéré de CP2 en éclatant
Blγσ3 pCP

2q au point γσ23 , ce qui donne la surface torique dont l’éventail est figuré ci-dessous :

σ1

σ2

σ̂23

σ̃23

σ13

En fait, toute surface torique lisse et complète est obtenue de cette manière :

Théorème V.1.1. Toute surface torique lisse complète est obtenue à partir d’une succes-
sion d’éclatements de CP2 ou bien d’une surface de Hirzebruch Fr, r P N.

Remarque V.1.2. Une même surface torique lisse peut être obtenue à partir d’une succes-
sion d’éclatements de différentes surfaces. Par exemple, l’éclatement Blγσ3 pF1q est également

l’éclatement de CP1 ˆ CP1 en un point bien choisi.

L’objectif de cette section est de démontrer le Théorème V.1.1. Soit XΣ une surface torique
complète lisse, d’éventail Σ dans R2. Comme elle est complète, on sait que le support de Σ
est R2, et on a donc :

Lemme V.1.3. L’éventail Σ est entièrement déterminé par l’ensemble

Σ1 :“ tuρ | ρ P Σ, dimpρq “ 1u

des générateurs primitifs des cônes de dimension 1 (ou rayons) de Σ.

On dénote par u0, u1, . . . , ud “ u0 les générateurs primitifs des rayons de Σ, ordonnés dans
le sens inverse des aiguilles d’une montre. Par exemple, pour CP2 on a le schema suivant :
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‚
u0 “ u3 “ p1, 0q

‚u1 “ p0, 1q

‚u2 “ p´1,´1q

La relation suivante entre les ui sera utilisée dans la preuve du Théorème V.1.1.

Lemme V.1.4. Toute paire successive tui, ui`1u est une Z-base du réseau Z2. On en déduit
que pour tout i P t1, . . . , du, il existe ai P Z tel que

(12) aiui “ ui´1 ` ui`1.

De plus, on a une contrainte topologique sur la position relative des ui :

Lemme V.1.5. Soient uj et ui des éléments distincts de Σ1. Alors, on ne peut pas avoir
simultanément

uj P
`

R˚` ¨ ui`1 ` R˚` ¨ p´uiq
˘

et
uj`1 P

`

R˚` ¨ p´uiq ` R˚` ¨ p´ui`1q
˘

.

Démonstration. Indication : écrire uj et uj`1 dans la base donnée par tui, ui`1u. �

On a maintenant tous les ingrédients pour démontrer le Théorème V.1.1.

Preuve du Théorème V.1.1. On rappelle que d est le nombre de rayons de Σ. La preuve
repose alors sur les faits suivants :

(1) Si d “ 3, alors XΣ » CP2.

(2) Si d “ 4, alors il existe r P N tel que XΣ » Fr.
(3) Si d ě 5, il existe j P t1, . . . , du tel que uj “ uj´1 ` uj`1. Pour démontrer ce fait, on

donne les indications suivantes :
(i) Montrer que pour d ě 4, il existe deux vecteurs opposés dans Σ1 (on pourra

considérer la plus grande suite de vecteurs consécutifs contenue dans un demi-plan
de R2 et la contrainte topologique du Lemme V.1.5).

(ii) On suppose ui “ ´u0, avec i ě 3. On peut écrire uj “ ´bju0 ` b1ju1 pour tout

0 ă j ď i, avec bj , b
1
j P N2. On pose cj “ bj ` b1j . Alors c2 ě 2, ci “ 1, et donc il

existe j0 avec cj0 ą cj0`1 et cj0 ě cj0´1.
(iii) Conclure que uj0 “ uj0´1 ` uj0`1.

�

Devoir maison 4 : classification des surfaces toriques lisses. Démontrer, en don-
nant les détails laissés au lecteur, les Lemmes V.1.4 et V.1.5. Conclure la preuve du Théorème
V.1.1.
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