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Faculté des Sciences et Techniques Intégrale de Lebesgue
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Feuille 10 - Séries de Fourier

Rappels : Lorsque f est à valeurs réelles intégrables sur [a, a+ T ], les coefficients réels (ou
trignométriques) sont définis par les formules

an(f) =
2

T

∫ a+T

a

f(x) cos(2πnx/T )dx bn(f) =
2

T

∫ a+T

a

f(x) sin(2πnx/T )dx ,

et dans ce cas la série de Fourier [f ] de f est donnée par

[f ] =
a0(f)

2
+
∞∑
n=1

(an(f) cos(2πnx/T ) + bn(f) sin(2πnx/T )) =
+∞∑
−∞

cn(f)e2πinx/T .

où

cn(f) =
2

T

∫ a+P

a

f(x)e−2πinx/Tdx

En un point de discontinuité x = b, la série de Fourier converge vers

1

2
lim
ε→0

(f(b+ ε) + f(b− ε)) .

La formule de Parseval :

1

T

∫ a+T

a

|f(x)|2dx =
+∞∑
−∞

|cr|2 =
1

4
a20 +

1

2

∞∑
k=1

(ak
2 + bk

2) .

—————————

Exercice I : Soient k, ` ∈ Z. Calculer les intégrales suivantes :∫ 2π

0

ei(k+`)xdx,

∫ 2π

0

cos(kx) cos(`x)dx,

∫ 2π

0

sin(kx) sin(`x)dx,

∫ 2π

0

cos(kx) sin(`x)dx

Exercise II : Étudier la convergence (simple, uniforme, normale) sur R des séries trigo-
nométriques dont les coefficients sont les suivants :

(i) a0 = 1, an = 1, bn = 1 ;
(ii) c0 = 1, cn = 1/n2 ;
(iii) n > 0, cn = rn et n 6 − 1, cn = 0 avec r ∈ R.
En déduire que pour tout n > 0 et pour tout −1 < r < 1,

rn =
1

2π

∫ 2π

0

e−inx

1− reix
dx .



Exercice III : Calculer an(f), bn(f), cn(f) et tracer les graphes des fonctions 2π–périodiques
suivantes :

(i) f(x) = −1 sur [−π, 0[ et f(x) = 1 sur [0, π[ ;
(ii) f(x) = x sur [−π, π[ ;
(iii) f(x) = |x| sur [−π, π[ .

Exercice IV : a. Calculer les coefficients de Fourier réels de la fonction f(x) = cos3 x.

b. Calculer les coefficients de Fourier réels de la fonction qui vaut 1 sur ]0, π[ et −1 sur
]− π, 0[. En déduire les sommes suivantes :

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
,

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2

c. Calculer les coefficients de Fourier réels de la fonction f telle que, sur [−π, π], f(x) =
x(π − x)(π + x). En déduire les sommes suivantes :

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)3
,

∞∑
n=1

1

n6
.

Exercice V : Soit a un nombre réel tel que 0 < a < π. On définit deux fonctions fa et ga
par

fa(x) =


0 sur [0, π − a]
1 sur ]π − a, π + a[
0 sur [π + a, 2π]

ga(x) =


0 sur [−π,−a]
1 sur ]− a,+a[
0 sur [+a, π]

Vérifier que ga = 1 − fπ−a, et calculer les coefficients de Fourier réels de ces fonctions. En
déduire les sommes suivantes :

∞∑
n=1

sin2(na)

n2
,

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
,

∞∑
n=1

sin(na)

n
,

∞∑
n=1

(−1)n sin(na)

n

Exercice VI : Soit P un polynôme pair de degré 4 vérifiant les conditions

P ′(π) = 0, P ′′′(π) = 1,

∫ π

0

P (x)dx = 0 .

Déterminer les coefficients de Fourier d’une fonction f périodique de période 2π qui coincide
avec P sur l’intervalle [−π, π]. En déduire les sommes suivantes

∞∑
n=1

1

n4
,

∞∑
n=1

(−1)n

n4
,

∞∑
n=1

1

n8

Exercice VII : (Convolution) Le produit de convolution de deux fonctions intégrable
périodique de période 2π est défini par

(f ∗ g)(x) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x− t)g(t)dt



1. Montrer que cn(f ∗ g) = cn(f)cn(g).

2.a. On suppose f et g deux fonctions continues bornées. Montrer que

||f ∗ g||∞ 6 ||f ||∞||g||∞ .

b. Calculer (einx) ∗ (eimx).
c. On suppose f, g ∈ L2([0, 2π]). Montrer que ||f ∗ g||2 6 ||f ||2||g||2.
3. Pour tout entier n > 1, soit φn la fonction qui vaut n sur ] − π/n, π/n[ et 0 sur

[−π,−π/n] ∪ [π/n, π]. Soit f intégrable continue sur [−π, π]. Montrer que

lim
n→∞

f ∗ φn(x) = f(x) .

4. Déterminer le produit de convolution f ∗ g lorsque f est la fonction cosinus ou sinus
et g(x) = x sur ]− π, π[.


