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1. Notations

1.1. Dans toute la suite, k est un corps commutatif algébriquement clos de caractéristique
nulle et g une k-algebre de Lie simple de dimension finie et de rang [. Toutes les notions
topologiques utilisées sont relatives a la topologie de Zariski sur g. On désigne par G le
groupe adjoint de g et par K sa forme de Killing. Le cardinal d’un ensemble fini E sera
noté #FE.

1.2. On fixe une sous-algebre de Cartan h de g. Soient R le systeme de racines du couple
(g,h), B une base de R, R* (resp. R™) I'ensemble des racines positives (resp. négatives)
relativement a B. Pour a € R, g% est I’espace radiciel associé a . On pose :

n= Z g% b=bhon
a€Rt
Si A, € b*, on note (Ap) = K(Hy, H,) o, pour v € h*, H, est I'unique élément de b
vérifiant K(H,, H) = v(H) pour tout H € b.

1.3. On note @ la plus grande racine de R définie par B, H I'élément de [g?, g=¢] vérifiant
O(H) =2, et E, F des éléments de g’ et g~ tels que [E, F] = H.

1.4. Dans la suite, ’expression “sous-algebre parabolique” signifiera “sous-algebre pa-
rabolique de g distincte de g”.

Soient ¥ une partie non vide de B et T'(X) I'ensemble des racines combinaisons linéaires
a coefficients négatifs ou nuls des éléments de B\X. On pose :

POy =b+ > g%
a€eT(X)
Alors p(X) est une sous-algebre parabolique contenant b et toute sous-algebre parabolique
contenant b s’obtient de cette maniere ([1], p.89). On notera I(g) la codimension minimale
des sous-algebres paraboliques.

1.5. Pour X € g, on note g¥ le centralisateur de X dans g et Ox la G-orbite de X.
On a dimOx = codimgX. Soit N (resp. D) I’ensemble des éléments nilpotents (resp.
semi-simples) non nuls de g. On pose :

n(g) = min{dim Ox; X € g\{0}}, S={X € g; dimOx =n(g)},
n1(g) = min{dim Ox; X € N'}, n2(g) = min{dim Ox; X € D}.

Le but de ce travail est de retrouver, avec des méthodes élémentaires n’utilisant pas les
tables des systémes de racines, les résultats de [4] concernant S. Indiquons aussi pourquoi
certaines preuves de [4] & ce sujet sont inexactes. Nous utilisons, dans cet alinéa, les
notations des tables de [1], p. 250-275.
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Soit I' = {ar € R; («|f) > 0}. Définissons k(g) par 2k(g) = 1+ #I'. Dans [4], lemme 3.1,
(qui est essentiel pour la preuve du résultat principal du paragraphe 3), il est affirmé :

Si g n’est pas de type A, et si p est une sous-algebre parabolique vérifiant 1+ codim p <
2k(g), alors p est maximale. En outre, si la racine simple qui définit p a un coefficient
strictement supérieur a 1 dans 6, alors 1 4 codim p = 2k(g).

Ces deux affirmations sont inexactes :

a) Dans une algebre de type Dy, on obtient k(g) = 5. Les sous-algebres paraboliques
p(ag, as), p(ag,aq) et p(as, ay) ne sont pas maximales, et ont pour codimension 9. Elles
vérifient I'inégalité 1 + codim p < 2k(g).

b) Dans une algebre de type Bs (resp. By), on a k(g) = 4 (resp. k(g) = 6). La sous-
algebre parabolique maximale p(ag) (resp. p(ay)) est de codimension 6 (resp. 10). Elle
vérifie I'inégalité stricte 1 4 codimp < 2k(g). Pourtant, as (resp. ay) a un coefficient égal
a 2 dans 6.

2. Les résultats

2.1. Soit X € g\{0}. On définit une forme bilinéaire alternée sur g par

Le noyau de Kx est g%, et la dimension dy d’un sous-espace totalement isotrope maximal
pour Kx est donnée par 2dx = dim g+ dim g*. Un sous-espace totalement isotrope pour
Kx est dit subordonné a X. Une polarisation en X est une sous-algebre de g qui est un
sous-espace totalement isotrope maximal pour Ky. On dit que X (ou Ox) est polarisable
s’il existe une polarisation p en X. S’il en est ainsi, p est une sous-algebre parabolique ([3],
lemme 1.1) et dim Ox = 2 codim p.

2.2. Lemme. (i) Tout élément de S est ou nilpotent ou semi-simple.
(i) On an(g) = n1(g) < 2I(g) = na(g).

Preuve. (i) Soient X un élément non nilpotent et non semi-simple de g, et X =S+ N
sa décomposition de Jordan avec S semi-simple. On a g¥ = g% N g"V. Pour montrer que
X ¢ S, il suffit donc de prouver que g% # g.

D’apres le théoréme de Jacobson-Morosov, il existe T € g tel que [T, N| = 2N. Ecrivons
T =3 ek T, avec [S,Ty] = AT pour tout A € k. Il vient immédiatement [Ty, N| = 2N.
Ainsi, Ty € gS et Tg ¢ gN.

(ii) Soient p une sous-algebre parabolique et X un élément non nul du radical nilpotent
de p. On a K(X,p) = 0, donc p est subordonnée a X. Il en résulte que dimp < dx, puis
dim Ox < 2codim p. Par suite, ni(g) < 2I(g).

Soient S un élément semi-simple non nul de g, h; une sous-algebre de Cartan de g
contenant S, et Ry le systéme de racines associé. Alors R} = {« € Ry; a(S) = 0} est un
systeme de racines dans le sous-espace vectoriel de h] qu’il engendre et, pour toute base
B de R}, il existe une base By de R; contenant B ([1], p.165). A G-conjugaison pres, on
peut supposer h =bh, Ry = R, By = B. Si p = p(B\B}), il vient :

b.p] C > kHa+ Y g™

a€R) a€R

On en déduit immédiatement que p est une polarisation en S. Alors dg = 2codimp et
na2(g) = 2(g).

Soit ¥ une partie non vide de B. Il existe un unique élément S de b tel que «(S) =0
siw € B\Y et o(S) = 1si a € X. On voit alors comme précédemment que p(X) est une
polarisation en S, et on en déduit na(g) < 2i(g).
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Compte-tenu de ce qui précede et de (i), on obtient alors n(g) = ni(g). O

2.3. Soient N un élément nilpotent non nul et (N,.S, M) un sl(2)-triplet de g, avec S
semi-simple. A G-conjugaison pres, on peut supposer que N € n, S € b, et a(S) € {0,1,2}
pour tout & € B ([2], p.164). On a donc 6(S) > a(S) pour tout @ € R. On pose :

gs(i) = {X € g; [S, X] = iX} (i € Z)
ps=>_ os(i), a&=>_ as(i)
>0 1>2

Onag’ C g%, et pg est une polarisation en S, donc une sous-algebre parabolique. D’autre
part, compte-tenu des résultats bien connus concernant les représentations de s[(2), on a
dim g = dim gs(0) + dim gg(1), et 'application ps — g%, X — [X, N] est surjective.

2.4. Proposition. On conserve les notations de 1.3 et 2.3. Alors O est Uunique G-
orbite nilpotente de dimension n(g) et, pour tout élément nilpotent non nul N de g, on a
O C Oy.

Preuve. Soit Pg le plus petit sous-groupe algébrique de G d’algebre de Lie pg. Pour
g € Ps,on a g(N) € g5, d’ott une application Pg — g%, g — g(N) dont la différentielle
est I'application surjective pg — g%, X — [X, N]. Il vient donc g% C P(N) C Oy.

Comme FE € g%, on a obtenu O C Opn. Comme toute G-orbite est irréductible et
ouverte dans son adhérence, et que n(g) = ni(g) d’apres 2.2, on a obtenu le résultat. O

2.5. Envisageons le cas ou (N, S, M) = (E, H, F). Comme #(H) = 2, on obtient a(H) €
{0,1,2} pour tout @ € R*. D’ott g (i) = {0} si i > 3.

Soient a € RT\{#} vérifiant a(H) > 0, et S =60 —a. On a (fla) > 0, donc 8 € R
([1], p.148). Comme 2(f|a) = (0|6) ([1], p.165), on obtient S(H) > 0. Par conséquent,
a(H) = B(H) = 1. On en déduit gg(2) = kFE, et p = g (0) + gz (1) +kE.

D’autre part, comme dimg” = dim gy (0) + dimgg(1) et [H, E] = 2E, il vient py =
of OkH.

2.6. Posons
m={a€B;(af) >0}, 5= a
acB
On apyg =p(m) et d € R ([1], p.160).

Lemme. On suppose | > 2. Alors :
(i) Pour a € B, on a a(H) € {0,1}.
(ii) On a 0 < #7m <2 et #m =2 si et seulement si § = 6.

Preuve. (i) Comme gg(2) = kE, si a € B vérifie a(H) = 2, on obtient o = 6, donc
[ = 1. Contradiction.
(ii) De gy (2) # {0}, on déduit = # (. Si #m > 3, on obtient 6(H) > 3, ce qui est
absurde.
Supposons 7 = {«, 5}, avec a # . D’apres (i), on a a(H) = B(H) = 1, donc 6(H) = 2,
et 0 = 6. La réciproque est claire d’apres (i). O

2.7. Lemme. (i) Si E est polarisable, alors py C q pour toute polarisation q en E.
(i) Si #m =1 etl > 2, E nlest pas polarisable et n(g) < 2I(g).
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Preuve. (i) Soit q une polarisationen E. Ona K(E,H) =0et K([E,q],q) = K(E,[q,q]) =
0. On en déduit que I’élément nilpotent E appartient au radical nilpotent de ¢, donc
K(E,q) = 0. Il en résulte que q + kH est subordonné & F, d’oi H € . On sait que
g? C q, donc py C q d’apres 2.5.

(ii) Comme py = p(7), si #m = 1, py est une sous-algebre parabolique maximale de

g. Si E est polarisable, py est donc 'unique polarisation en E d’apres (i). Comme py est
aussi une polarisation en H, on obtient dim g’ = dim g¥ = dim gz (0) + dim gz (1). Ainsi,

g (1) = {0}. C’est absurde car, #m < dim gz (1) d’apres 2.6.

Si n(g) = 2I(g), toute sous-algebre parabolique contenant b et de codimension I(g) est
une polarisation en E. Contradiction. O

2.8. Il est bien connu (et ceci, sans utiliser les tables des systémes de racines) que § = 0
si et seulement si R est de type A;. On a donc obtenu le résultat suivant :

Proposition. Si g n'est pas de type Ay, il existe dans g une unique orbite non nulle O

de dimension minimale. Cette orbite est nilpotente et, pour tout élément nilpotent non nul
N deg, ona O C Oy.

2.9. Conservons les notations de 2.5, et supposons #m = 2, soit R de type A;, avec | > 2.
Comme 6 est la seule racine positive « telle que a(H) = 2, on voit que les éléments de 7
sont nécessairement les sommets terminaux d’un graphe de Dynkin associé a B. Notons
ces sommets aq, ;. On a pg = p(aq, o). Les seules sous-algebres paraboliques contenant
strictement pg sont p(aq) et p(oy). Elles sont subordonnées a E et ont pour codimension
[. D’apres 2.7,(i), ce sont donc les seules polarisations en E.
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